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1 Introducao

Nesta aula, finalizamos a construcdo do propagador escalar no espaco-tempo, obtendo sua forma explicita
e discutindo suas implicagoes fisicas. O objetivo principal é entender como um distirbio localizado se propaga
no campo e como isso se relaciona com a causalidade e com o potencial eletrostatico.

Os tépicos abordados sao:

1. Revisao da construcao do propagador a partir da decomposi¢do de Fourier.
Célculo explicito do propagador no espago-tempo.

Interpretagdo causal: propagagao na velocidade da luz.

Generalizacdo para fontes estendidas (linhas de mundo).

Conexao com o potencial eletrostatico e a questao da agao instantanea.

U D

2 Revisao: Construcao do Propagador

2.1 Definicao do Propagador

O propagador escalar, que denotamos por ¢ ;(z), é a solu¢do da equagido de onda com uma fonte pontual:
O, (x) = 6*(x —xy) com ¢ (x) — 0 quando t — —o0

onde O = C%g—; — V2 é o operador d’Alembertiano (ou operador de onda).

0

Na notagao relativistica, com z° = ct, o operador é¢ [J = 9, 0".

2.2 Decomposi¢ao de Fourier

O propagador é construido como uma superposi¢cdo de modos de Fourier, que sdo solugoes da equacao de onda
homogénea. Para cada modo com vetor de onda k, a solugdo geral é uma combinacao linear de ondas planas:

G (t) = Ny, (e + My ekt

onde k = |k| e N, é uma constante de normalizacao.

A escolha das condigoes de contorno (causalidade) seleciona apenas um dos modos. A condi¢ao ¢ ;(z) — 0
quando t — —oo implica que M, = 0, ou seja, apenas o modo de frequéncia positiva (viajando para o futuro)
contribui.

A normalizagdo dos modos de Fourier é fixada pela condigdo de completeza:

3
[ Gt = # k=)

que leva a:

2.3 O Propagador como Transformada de Fourier

Com as solugbes modais, o propagador pode ser escrito como:

3 z0
b,(x) = / % / 02 [y (20) i (270) — i, (20) e (a0)] J (')

onde J(2') = —d*(2’ — z,) para uma fonte pontual. Esta expressdo ¢ a base para o célculo do propagador no
espago-tempo.



3 Calculo Explicito do Propagador

3.1 Substituicao dos Modos de Fourier

Substituindo as expressoes para ¢, (t) e ¢i(t), e usando a fonte pontual J(2’) = —*(z’ — z,), obtemos a
integral:
(z) = iO( 0_ 0) d*k i [ ik(z0—2Q)+ik- (x—xq) _ —ik(:co—acg)—ik(x—xo)]
o5(x) =1O(x” — xg (2778 2k e e

onde O é a funcdo degrau de Heaviside.

3.2 Integracao Angular

Vamos agora realizar a integracdo angular. Escrevendo d3k = k2 dk dSQ e escolhendo o sistema de coordenadas
com o eixo z ao longo do vetor Ax = x — X, temos k - Ax = k|Ax|cosf. A integral angular é:

sin(k|Ax])

2 ™
d(/)/ sin @ df ex#k|Ax|cos0 — 4
/0 b k|Ax]|

Este é um resultado fundamental: a integral angular transforma a onda plana em uma onda esférica, expressa

pelo fator sin(k|Ax|)/(k|Ax]).

3.3 Integral Radial e a Delta de Dirac

Substituindo o resultado da integragdo angular, ficamos com:

¢y(x) = 27r2|AX|/0 dk e 27" sin(k|Ax])
onde definimos Az? = z° — 2§ e |Ax| = |x —x,|. Agora, escrevemos o seno como combinagio de exponenciais:

eik\Ax\ _ efik\Ax\

sin(k|Ax]|) = 5%
i

e estendemos a integral para todo o eixo real, notando que o integrando é uma funcéo par:

/ dk eik(Azoi\Ax\) _ 1/ dk eik(Azoi\Ax\)
2

0
Usando a definicao da delta de Dirac:
/ dk e’ = 276(a)

obtemos:
O(AxY)

¢;(x) = InAx| [6(Az° + |Ax]) — 6(Az" — |Ax])]

3.4 Resultado Final: Propagador Causal

Como O(Ax?) seleciona apenas Az” > 0, o primeiro termo com §(Az° + |Ax|) nunca contribui (pois o
argumento é positivo). Portanto, o propagador causal é:

1

¢y(z) = —m5 (Az° —|Ax])

com Az =29 — 2f = c(t —ty) e |Ax| =[x — x|

Este é o resultado central da aula. O propagador é uma distribuigcao que é ndo nula apenas sobre o cone de
luz futuro do evento fonte.



4 Interpretacao Fisica: Causalidade

4.1 Propagacao na Velocidade da Luz
O propagador encontrado é:

1
4r|x — x|

¢,(z) = (et —ty) — |x — %)

A delta de Dirac impoe a condicio:
c(t —tg) =[x — %y

que é exatamente a condi¢do para que um sinal se propague do ponto x, no tempo ¢, até o ponto x no tempo
t com a velocidade da luz c.

Para tempos futuros (¢ > t,), o propagador é ndo nulo apenas sobre a casca esférica de raio c(t —t;) centrada
em x,. Esta casca se expande com a velocidade da luz.

4.2 O Cone de Luz Futuro

Geometricamente, no espago-tempo de Minkowski, o propagador é suportado no cone de luz futuro do
evento xy. O cone de luz é definido por:

As?=c2(t—t5)? — |x — %> =0

com At > 0.

Fora do cone de luz (regides espacialmente separadas), o propagador é identicamente nulo. Isso garante a
causalidade: um disttirbio em z s6 pode afetar pontos que estdo em seu cone de luz futuro.

A equacao de onda admite solugdes com propagacao na velocidade da luz, que é a velocidade maxima de
propagagao de informacgdo na teoria da relatividade restrita. A existéncia de um propagador com suporte no
cone de luz é uma manifestacdo da causalidade na teoria de campos.

5 (eneralizacao para Fontes Estendidas

5.1 Linhas de Mundo

Uma particula pontual descreve uma linha de mundo no espago-tempo, parametrizada pelo tempo proprio
T
yH(1) = (ct(r), y(7))

A quadricorrente associada a uma particula carregada é:
o0 d o
sy =q [ dr 54w - y(r)
T
—00

5.2 Potencial de uma Carga em Movimento

O campo produzido por uma particula em movimento é obtido integrando o propagador sobre a linha de
mundo:

b(z) = / dhg b, (z — 20)J (o)

g [, 88 [Ax(r))
¢z) = 47r/md % —y(7)

Substituindo a corrente:

onde Az%(7) = 20 — % (7) e Ax(7) = x —y(7).



5.3 O Principio da Agao a Distancia (Retardada)

A integral é ndo nula apenas quando existe um tempo préprio 7 tal que:
2 —y2(1) = [x —y(7)]

isto é, quando o ponto de observacao x estd sobre o cone de luz futuro de um ponto da linha de mundo. Isso
define o tempo retardado 7,, que é a solu¢do da equacao:

_x—y(t,)

t—t,
C

O potencial em z é, portanto, causado pela posi¢cdo da particula em um tempo anterior ¢,, ndo pela posicao
simultanea.

Este é o principio fundamental da eletrodindmica cldssica: o campo eletromagnético se propaga com a
velocidade da luz. Uma carga em movimento nao produz um campo instantdneo, mas um campo retardado.

6 Conexao com a Eletrostatica

6.1 O Limite Estatico

No caso em que a particula estd em repouso, sua linha de mundo é:

y#(T) = (CT7YO>
onde y, é a posigio constante da particula. A condi¢io Ax®(7) = |Ax(7)| torna-se:

20 —cr = |x —y
que pode ser resolvida para 7:
et =2 — |x —y,l

O potencial é entao:
q 1
47 |x — y,|

P(x) =

que é exatamente o potencial eletrostatico de Coulomb.

6.2 A Ilusao da Agao Instantanea

No caso estatico, a posi¢ao da particula nao varia com o tempo. Portanto, a posi¢ao retardada é a mesma que
a posicao simultanea. Isso cria a ilusao de que a forca é instantanea.

A aparente ac¢do instantdnea na eletrostatica é uma consequéncia do fato de que a fonte estd em repouso. Se a
particula se move, o campo nao é mais dado pelo potencial de Coulomb, e a dependéncia temporal do campo
reflete a propagacao com velocidade finita.

Este fenémeno é analogo ao que acontece com uma onda em um meio: quando a fonte estd em repouso, o
campo parece estatico, mas na verdade é sustentado por uma onda que se propaga continuamente da fonte
para o observador.

7 Visualizacao do Propagador

O c6digo abaixo gera uma visualizagdo da propagacao de uma perturbagdo a partir de uma fonte pontual. A
animagdo mostra o campo como uma fungdo da posi¢io para diferentes tempos.



import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

from matplotlib.animation import FuncAnimation
from IPython.display import HTML

# Paré@metros

c =1.0 # velocidade da luz
t0 = 0.0 # tempo da fonte
x0 = 0.0 # posigdo da fonte

# Grid espacial
x = np.linspace(-5, 5, 500)

# Funcdo campo para um dado tempo
def campo(t, x, t0=0, x0=0, c=1):
"""Propagador causal

Campo ndo nulo apenas sobre a casca esférica

Para visualizagdo, usamos uma gaussiana estreita para representar a delta.
nnn

sigma = 0.05

r = np.abs(x - x0)

arg = c * (t - t0) - r

return np.exp(-(arg**2) / (2 * sigma*+*2)) / (4 * np.pi * r + 1le-10)

# Criacdo da figura

fig, ax = plt.subplots(figsize=(8, 6))
ax.set_xlim(-5, 5)

ax.set_ylim(0, 0.5)
ax.set_xlabel("Posigdo x")
ax.set_ylabel("Campo (x)")
ax.set_title("Propagacdo da Perturbag&o")
ax.grid(True, alpha=0.3)

# Linha para o campo
(1ine,) = ax.plot([]l, [I, "b-", linewidth=2)

# Funcdo de inicializacgéo

def init(Q):
line.set_data([], [1)
return (line,)

# Fungdo de animacgdo
def animate(frame):
t = frame * 0.1 # tempo
y = campo(t, x)
line.set_data(x, y)
ax.set_title(f"Propagacdo da Perturbagdo (t = {t:.1f})")
return (line,)



# Criacdo da animagéo
anim = FuncAnimation(fig, animate, init_func=init, frames=60, interval=50, blit=True)

# Para exibir no notebook
HTML (anim.to_jshtml())

<IPython.core.display.HTML object>

(a) Propagagdo de uma perturbacdo a partir de uma fonte pontual. A casca esférica se expande com a velocidade da
luz.

Propagacao da Perturbacao (t = 5.9)
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8 Resumo dos Conceitos-Chave

Conceito Descrigao

Propagador Escalar Solucéao da equacdo de onda com uma fonte pontual
delta.

Decomposicao de Fourier O propagador é uma superposicao de modos de Fourier

com frequéncia positiva.



Conceito Descrigao

Condigao de Causalidade O propagador é ndo nulo apenas no cone de luz futuro.

Propagacao na Velocidade da Luz A perturbagao se propaga com a velocidade da luz, c.

Tempo Retardado O campo em um ponto é causado pela fonte em um
tempo anterior.

Eletrostatica No limite estatico, o propagador dd o potencial de
Coulomb.

9 Exercicios

9.1 Exercicio 1

Mostre que a solucao da equagdo de onda homogénea ¢ = 0 pode ser escrita como uma superposicao de
ondas planas da forma ¢ (t,x) = fi (t)e™®*.

a) Escreva a equagdo diferencial para f, (t).

b) Determine a solucao geral para fi (¢).

9.2 Exercicio 2

Considere o propagador causal encontrado na aula:

1

_47T|X7*X0|6 (c(t —ty) — |x —xq])

¢,(x) =

a) Mostre que ¢, (z) satisfaz a equacio O¢; = 6*(z — z,).

b) Qual é o suporte de ¢ ;(z) no espago-tempo?

9.3 Exercicio 3
Uma particula pontual se move com velocidade constante v. A linha de mundo é y*(7) = (yer,yvT).
a) Calcule o potencial ¢(z) produzido pela particula.

b) Mostre que, no limite v < ¢, o potencial se reduz ao potencial de Coulomb.

9.4 Exercicio 4
Considere duas particulas carregadas, uma em x; = 0 (em repouso) e outra em X, = a (em repouso).
a) Calcule a forga elétrica sobre a particula 2 usando o potencial retardado.

b) A forca é instantanea? Justifique sua resposta.

9.5 Exercicio 5

Demonstre que a integral angular utilizada no calculo do propagador é:

27 P ' . k
/ d¢/ sin 0 df ethreos? — 4 SET)
0 0 kr



9.6 Exercicio 6
Uma particula carregada oscila harmonicamente: y(t) = A cos(wt)z.
a) Escreva a quadricorrente da particula.

b) Mostre que o potencial produzido tem componentes que dependem do tempo retardado.

9.7 Exercicio 7

Explique por que o potencial de Coulomb parece implicar agdo instantanea, mesmo sendo obtido a partir de
um propagador causal.

9.8 Exercicio 8

Considere o propagador avancado, definido por:

1
4m|x — x4

¢5 (x) = & (et —tg) + x — %)

a) Qual é o suporte deste propagador?

b) Por que ele nao é usado como solugao causal?

9.9 Exercicio 9

Mostre que o propagador causal pode ser escrito como:

)= [ 20~ ot

x —y(7)|

para uma linha de mundo y*(7).

9.10 Exercicio 10

a) Explique o que é o tempo retardado.
b) Qual é a equacdo que define o tempo retardado para uma particula em movimento?

¢) Como o tempo retardado se relaciona com a causalidade?

9.11 Exercicio 11

Considere uma fonte estendida com densidade de corrente J(x).
a) Escreva a solugdo geral para o campo ¢(z) usando o propagador.

b) Qual é a interpretacao fisica da integral?

9.12 Exercicio 12

Demonstre que, para uma particula em repouso, a condi¢ao do cone de luz:

c(t —ty) =[x — x|

é resolvida por ct, = ct — |x — Xg|, e que isso leva ao potencial de Coulomb.
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