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1 Introducao

Objetivos da Aula: - Construir uma base completa no espago de fase para campos escalares relativisticos -
Explorar a normalizacdo e as liberdades de gauge na escolha da base - Conectar a escolha da base com a
defini¢do do vdcuo e a simetria de inversdo temporal - Desenvolver a solu¢do com fonte (propagador) para o
campo escalar

Contexto: Estendemos o problema do oscilador harménico para o caso de infinitos graus de liberdade,
representando um campo escalar relativistico. A estrutura simplética do espaco de fase agora inclui uma
integral sobre todos os modos de Fourier.

2 Base no Espaco de Fase

2.1 Definicao da Base

Para cada vetor de onda k, definimos pares de fun¢oes temporais:

fi(@o)s  aw(zg)

onde x, = ct é a coordenada temporal. A base completa no espago de fase é composta por:
- ()
dx

Observacgao: Estamos usando a notagdo z, para a coordenada temporal, seguindo a convencao
relativistica onde as coordenadas espago-tempo sdo (g, 1, g, T3).

com a dependéncia espacial dada por e*k*.

2.2 Produto Simplético

O produto entre dois elementos da base é definido por:
(W, Uy ) = —i/ [firte — G fie]
R3
Substituindo as dependéncias espaciais:

(U, Wy ) = —i [ffEQk - Qﬂfk] 5(3>(k -k

A base é ortogonal com normalizacdo delta de Dirac.

2.3 Normalizagao da Base

Para que a base seja ortonormal no sentido da delta de Dirac:
—i[fia — ahd =1

Equivalentemente:
2Im(frq) =1

Definicdo (Vacuo): A escolha das fungdes de base que satisfazem a condi¢do de normalizagao
define o vacuo da teoria. Diferentes escolhas correspondem a diferentes defini¢oes de vacuo.



3 Liberdades na Escolha da Base
3.1 Graus de Liberdade

Para cada k, temos fi, ¢, € C (4 graus de liberdade reais). As restri¢oes sao:

1. Equacao de normalizacao: 1 equagao real = 3 graus de liberdade
2. Liberdade de gauge (fase): f,, — e f, ¢ — e¥xq,

A liberdade de fase reduz mais um grau de liberdade, resultando em 2 graus de liberdade efetivos.

Observagao: A liberdade de fase corresponde & ambiguidade na definicdo das solugdes complexas:
podemos escolher V =V, + iV, ou V =V, 44V}, ou qualquer combinacao linear equivalente.

3.2 Solucao Geral do Oscilador Harmoénico

A e(]uaga() de mO\/imen O Nno espago de Fourlel" é:
k k/k> k

A solugéo geral é:
fk — Nkefiwkzo + MkeJriwka

onde Ny, M € C.

Observagao: O primeiro termo representa frequéncias positivas (propagacao para frente no
tempo), e o segundo, frequéncias negativas (propagagdo para tras no tempo).

3.3 Condicao de Normalizacao em Termos de N e M

Da condic¢ao de normalizacdo:
2wy, (|Nk|2 - \MkP) =1

ou, equivalentemente:
1
wie (| Nie|* = |Mk|2) D)

Observagao: Esta é uma relacao hiperbdlica que define vetores tipo tempo no espago de Minkowski.

3.4 Escolha do Vacuo

A escolha mais simples é M = 0, resultando:

1
Nk -
v/ 2wy
Isso define as fungoes de base: 4
1 —lwyTy
fk — e ezk-x
2wy /(2m)3

oy efiwkzo

G = —iy ) == eik-x
2 /(@2m)?

Nota: Esta escolha elimina as solugoes de frequéncia negativa, definindo o vacuo de Minkowski.
A normalizacio inclui o fator (27)~%/2 para garantir a ortogonalidade correta.



3.5 Complexo Conjugado e Inversao Temporal

O complexo conjugado das fungoes de base:

1 e+iwkx0

f* — —ik-x
KT 2w /(27)3
* _|_7 & e+iwkx0 e*ik-x

TV ey

Propriedade Fundamental: Tomar o complexo conjugado é equivalente a uma inversao temporal: z, — —zx.

Consequéncia: A presenga da simetria de inversao temporal implica a existéncia de particulas e
antiparticulas na teoria quantica de campos. Esta é uma consequéncia geométrica da métrica de
Minkowski.

4 Decomposicao de Campos

4.1 Decomposicao em Modos

Qualquer campo escalar real ¢(x) pode ser decomposto como:

A3k
00) = | s o) + 03 i)
R3

ou, de forma equivalente:

T +ikx
aye —ik-x +CL
/R 3/2 2wk [ ]

onde k-2 = wpxyg — k- x.

4.2 Coeficientes de Decomposicao

Os coeficientes sdo obtidos pelo produto simplético:

—i(fe,0) = —i | [figs — aify) Pz

—

Esta relagdo é fundamental para a quantizagdo do campo.

5 Solugdo com Fonte (Propagador)

5.1 Problema com Fonte

Queremos resolver a equagio:
O+ m?)¢(z) = J(z)
onde J(z) é uma fonte externa.

Nota: Estamos usando o operador d’Alembertiano: [J = 93 — V2.

5.2 Construcao do Propagador

Construimos a solugdo como:

%wzfﬁ%/ﬁwmmnmwﬂmwmmn
—00 |R3

onde:

aj(zg) = —ific; Ty



Observacao: O limite superior x, na integral temporal garante que o propagador seja causal
(propagador retardado).

5.3 Propriedade da Solucgao

Derivando ¢; em relacao a z;, obtemos:
oy =J+O0+m*)g,

Portanto, ¢ ; satisfaz a equagdo com fonte.

Interpretagao: A fonte J atua como um termo de “forgamento” continuo, gerando novos modos
do campo. Esta é a versdao continua do problema do oscilador harmonico forcado.

5.4 Estrutura do Propagador

O propagador retardado tem a forma:

3
Gz —2') = 0(zg — x) kL 7 ibes) _ ghikie—a)
R 007 [ (27)3 2w,

Observagao: Este é o propagador de Feynman para o campo escalar, que serd fundamental para
o calculo de amplitudes de espalhamento.

5.5 Propriedade de Causalidade
O propagador retardado é ndo nulo apenas quando:
(20— ) =[x — x|
ou seja, quando os eventos estao conectados por um sinal que se propaga na velocidade da luz.

Defini¢cdo (Cone de Luz): A regido do espago-tempo onde Az, = |Ax| é o cone de luz. O
propagador é nao nulo apenas sobre o cone de luz.

5.6 Relacao com Eletromagnetismo

No caso do campo escalar, a fungdo de Green do operador de d’Alembert é:

GR(I—I/> _ 5(I0 7$(/) — |X*X/|)

4m|x — x'|

Interpretagao: Esta é a funcdo de Green do eletromagnetismo, que descreve a propagacao de
sinais no vacuo. A aparente propagac¢ao superluminal do potencial de Coulomb é um artefato do
regime estatico.

6 Resumo e Principais Resultados

Conceito Férmula Interpretacgao Fisica
Base no espago de fase Uy, = <§k> eikx Modos de Fourier do campo
k
Ortogonalidade (U, ¥y ) = Bases ortogonais no espago de fase
—i[f*¢—q" 16 (k—K')
Normalizagao —i[f*q—q¢"f]=1 Normalizacao delta de Dirac



Conceito Férmula Interpretagao Fisica

Escolha do vacuo M, =0, Vécuo de Minkowski

Nk = ]./\/ 2wk
Decomposigdo do campo  ¢(x) =

[ AT U P

@m7 Vaw 1k

a"l;eikm]

Propagador retardado Grx —2') =0(x, — Causalidade e cone de luz

/ 3 —ik-Ax
zp) [ %i[e AT
e+ik-Am]

Particulas e antiparticulas

7 Exercicios

7.1 Exercicio 1: Normalizacao da Base
Considere a condi¢do de normalizacio da base no espago de fase.
a) Mostre que a condicio (¥, ¥,) = 6 (k — k') implica que —i[f{qx — ¢ fi] = 1.
b) Verifique que a escolha f, = 1/,/2wy ek e g = —iy/wy /2e~“x satisfaz esta condigdo.

¢) Qual é o valor da expresséo se escolhermos M, # 07

7.2 Exercicio 2: Liberdade de Gauge
A transformacio f, — e« fy, g — €%qy é uma liberdade de gauge.
a) Mostre que esta transformacio deixa invariante o produto simplético.
b) Quantos graus de liberdade reais restam apds impor a condigdo de normalizacio e a liberdade de gauge?

¢) Qual é a interpretacio fisica desta liberdade de gauge?

7.3 Exercicio 3: Solucao Geral do Oscilador
A solugdo geral do oscilador harménico é fy, = Nye “@k¥o 4 M, eti@r®o,
a) Escreva a expressao para ¢, em termos de Ny e M.
b) Substitua na condi¢io de normalizagdo e mostre que wy (| Ny |? — | M |?) = 1/2.

¢) Por que Ny nédo pode ser zero?

7.4 Exercicio 4: Escolha do Vacuo

A escolha mais simples é M, = 0.
a) Qual é o valor de Ny nesta escolha?
b) Escreva explicitamente as fungdes f, e ¢, para esta escolha.
¢) Qual é a interpretacao fisica de ter M, = 07?
)

d) Que tipo de vacuo esta escolha define?

7.5 Exercicio 5: Complexo Conjugado e Inversao Temporal
Considere o complexo conjugado das fungoes de base.

a) Escreva f e gj explicitamente.



b) Mostre que (fy, ¢t) = —(fx, qx) em termos do produto simplético.
¢) Relacione o complexo conjugado com a inversao temporal z, — —x.

d) Qual é a importancia desta relagiao para a teoria quantica de campos?

7.6 Exercicio 6: Decomposicao de um Campo
Um campo escalar real ¢(x) pode ser decomposto em modos de Fourier.
a) Escreva a decomposicio de ¢(z) em termos de a, e aL.

b

)

) Qual é a relagao entre os coeficientes oy, da decomposigao e a;. ?
¢) Mostre que ¢(x) é real se aL = aj.

)

d) Qual é o significado fisico de ay e alT(?

7.7 Exercicio 7: Coeficientes de Decomposicao
Os coeficientes de decomposigao sdo obtidos pelo produto simplético.
a) Defina oy em termos do produto simplético entre fi; e ¢.
b) Escreva a expressao integral para oy,.
¢) Mostre que oy, é constante para solugdes da equagdo de movimento livre.
)

d) O que acontece com oy, quando hé uma fonte J?7

7.8 Exercicio 8: Solucao com Fonte

Considere a equagdo (O + m?)é(x) = J(z).
a) Escreva a solugdo ¢ ;(x) em termos da integral temporal.
b) Defina of (x() e mostre que ¢; = J + (O +m?)¢,.

¢) Qual é a condicdo de contorno que torna a solucao causal?

7.9 Exercicio 9: Propagador Retardado

O propagador retardado é definido por ¢, (z) = [ d*z’Gpr(z —2’)J(2').
a) Escreva a expressao para Gr(r — ) usando a decomposicdo em modos.
b) Mostre que Gg(z — ') = 0(zy — x() [ —(gi’)% i[e‘ik‘Af — etikaT],

¢) Por que a fungdo degrau 0(x, — z()) aparece no propagador?

7.10 Exercicio 10: Causalidade

O propagador retardado é nao nulo apenas sobre o cone de luz.

8arg—wg—|x—x'])

Mostre que a integral em k pode ser escrita como .
4m|x—x']

a

b

Interprete fisicamente esta expressao.
c

d

Por que o propagador é zero fora do cone de luz?

)
)
)
)

Como isso se relaciona com a causalidade na teoria?



7.11 Exercicio 11: Particulas e Antiparticulas
A simetria de inversao temporal implica a existéncia de particulas e antiparticulas.
a) Como a inversiao temporal atua sobre os modos de Fourier?
b) Qual é a relacdo entre uma particula com momento k e uma antiparticula?
¢) Por que o f6ton é sua prépria antiparticula?
)

d) O que acontece no caso de particulas carregadas?

7.12 Exercicio 12: Relagdao com Eletromagnetismo
O propagador do campo escalar é analogo ao do eletromagnetismo.
a) Qual é a funcdo de Green do operador de d’Alembert?
b) Por que o potencial de Coulomb parece se propagar instantaneamente?
¢) Como a andlise do propagador resolve esta aparente contradigao?
)

d) Qual é a relagdo entre o propagador e o cone de luz?
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