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Introducao

Nesta aula, damos continuidade ao estudo das fungoes de Green, agora generalizando o operador laplaciano
para multiplas dimensoes e explorando como a geometria do espago determina a forma das solugdes. Vamos
construir fungdes de Green de forma global, sem decomposicao em fungées de base, seguindo a abordagem
operacional iniciada nas aulas anteriores.

Os principais objetivos sdo:

Generalizar a funcao de Green para o laplaciano em N dimensoes
Compreender o papel da fun¢do de mundo de Synge

Resolver o caso especial bidimensional (solugao logaritmica)

Regularizar as divergéncias na origem

Provar a propriedade de filtragem da delta de Dirac

Interpretar fisicamente os resultados (lei de Coulomb, dimensdes do espago)

SR N

1 Note

A abordagem adotada é puramente geométrica, utilizando apenas a métrica do espacgo para construir as
fungdes de Green. Isso permite uma generalizagdo natural para espacos curvos e dimensdes arbitrarias.

Conceitos Fundamentais

Generalizacao do Operador Laplaciano

Vamos estender o operador de derivada segunda escalar para multiplas dimensées. Em N dimensoes, o

laplaciano é dado por:
2 0
Vy = —
N ; z?

O objetivo é encontrar a funcao de Green G que satisfaz:

V?VGN(X - Xo) = 5N(X - Xo)

1 Note

A diferenca crucial entre as dimensoes estd no comportamento das solugoes. Em 2D temos um caso
especial, enquanto em outras dimensbes as solucoes seguem leis de poténcia. Esta diferenca estd
diretamente relacionada a forma como a informagao se propaga no espago.




Funcao de Mundo de Synge
A funcdo de mundo de Synge é definida como:
|2
U(X7XO> = |X X0|
2
Esta funcao é importante porque:

1. E um escalar construido apenas a partir da geometria
2. E independente da origem do sistema de coordenadas
3. Generaliza para espacos curvos (relatividade geral)

| Important
Propriedades fundamentais do gradiente:
Vo =x—x,
Vie=N

Estas propriedades sao a base para todos os calculos subsequentes.

Solucoes por Lei de Poténcia

Ansatz Geral

Vamos buscar solugoes da forma:

onde A é um expoente a ser determinado.

Gradiente e Laplaciano

Gradiente:
VG = Ao* L (x —x)
Laplaciano:
V2G = A2\ — 2 + N)o* !
@ Tip

Este resultado é obtido aplicando o divergente ao gradiente e usando as propriedades de o. Observe que
a dimensdao N aparece naturalmente no termo 2A — 2 + N.

Determinacao do Expoente
Para que V2G = 0 (exceto na origem), precisamos:

A2A =24+ N)=0

As solugbes sdo:

1. A =0 (solugdo trivial, constante)
2. A=1-%

Portanto, a solugdo nao-trivial é:
Gy ox o' ™N2 = |x —x, >N



Casos Especificos

Caso 1D (N =1)

G, x o'? = |z — x,]

1 Note

Este resultado recupera a fun¢do médulo obtida na aula anterior. A derivada segunda da fun¢do médulo
nos dé4 a delta de Dirac em uma dimensao.

Caso 2D (N =2)
A=1—-1=0

A solugéo por lei de poténcia falha! Precisamos de uma abordagem especial.

Caso 3D (N =3)

3 1

A=1—-=—<=

2 2

Gy xo1/? = 1
Ix — x|

1 Important

Interpretacgao fisica: Em 3D, a fun¢io de Green é o potencial Coulombiano! Isto mostra que a lei de
Coulomb esta diretamente relacionada a dimensao do espago. O fator 47 que aparece na normalizagao
estd associado a area da casca esférica.

Caso ND (N #2)

Generalizando:
|x — x|V N#£2
—lnlx—x4] N=2

Gn(x—x%g) = {

O Caso Especial Bidimensional

Falha da Lei de Poténcia

Em 2D, A = 0 d& G = constante, que nao é uma solugao util. Precisamos de um novo ansatz.

Solucao Logaritmica

Inspirados no método de Frobenius (raizes repetidas), testamos:

G=Ino



Calculo do Laplaciano

Gradiente: .
V(lno) = ;(x —Xg)
Laplaciano:
Vi(no) = E—L_;{OP = 2—2—2 =0
o o o o
A solugao logaritmica funciona! Em 2D, G, = —5-In|r — ry| é a funcdo de Green do laplaciano. O fator

—1/(27) garante a normalizagdo correta.

Interpretacao Fisica

O logaritmo em 2D reflete o fato de que a “drea” de uma casca circular é 27r, enquanto em 3D é 47r2. A
informacao que “emana” de uma fonte pontual se espalha de forma diferente em cada dimensao.

i Note

A regularizagdo dimensional conecta os casos 2D e ND. Podemos obter a solugdo logaritmica como o
limite N — 2 da solugéo geral:

NN T

Regularizacao e Propriedade de Filtragem

O Problema da Origem

As solugoes encontradas divergem na origem (x = x,). Precisamos de um procedimento de regularizacao.

Regularizagcdo com Parametro ¢

Introduzimos um pardmetro € > 0 para controlar a divergéncia:
G.(x,%)) = (7 +2)*

Para o caso 3D (A = —1/2):

Laplaciano Regularizado

Calculando cuidadosamente:
V3G, = —3e(o +¢)7%?

1 Note

Para € > 0, esta expressio é finita em todos os pontos. No limite ¢ — 0, recuperamos a funcdo de Green
singular. O parametro € atua como um “regulador” que introduz uma distancia minima.

Integral Normalizada
Calculo para 3D

Queremos calcular:

lim [ V2G,d%z = —4r

e—0 R3



Passo a Passo da Demonstracao

1. Coordenadas esféricas centradas em x:

Imomo e p2ging

.= —4m- 3¢ ———dr

3. Integracido por partes (para simplificar):

2. Integracao angular:

T o e 1
I.=—47 -3 | ————== — ———d
€ ™ [(T2/2+€)3/2L /0 (T2/2+5>3/2 r

4. Substituicao r = V/2¢ tan 6:
> dr 1 [™/? 1
—_—_ = 0do =~
/0 (r2/24¢)32 ¢ /0 o8 €

1
I.=—41-3¢- - - (—1) = —4n
€

5. Resultado final:

Normalizacao

Definimos: .

Gs(r —rg) = T nlr — 1|

Entao:
V2G5 = 83 (r —ry)

Prova da Propriedade de Filtragem

Para mostrar que o laplaciano regularizado se comporta como uma delta de Dirac, precisamos provar:
lim/ V2G, f(x)d3z = f(x,)
e—0 R3

Expansao de Taylor

Expandimos f em torno de x:
f(x) = f(xg) + Vf(xq) - (x —%¢) + %(X —x0)TV? f(x)(x — Xq) + -

Analise dos Termos

1. Termo constante f(x):
o Contribuicdo: —47nf(x,) (j& calculado)
2. Termo linear V f(xy) - (x — xg):
e A integral angular de cos@ é zero
¢ Contribuigao: 0
3. Termo quadratico:
« Contribui com O(e%/?) = 0
4. Termos de ordem superior:
« Contribuem com @(¢*/?) — 0 para k > 1



| Important

O termo constante sobrevive ao limite € — 0, produzindo a normalizacdo correta. Todos os outros
termos se anulam. Este é o cerne da propriedade de filtragem da delta de Dirac.

Portanto:
lirr(l) V3G, f(x)d3z = —47f(x,)
e—

Normalizacao Final

Dividindo por —4:
1
lim [ V2 (—) f(x) &3z = f(xg)
4

e—0 Vo + €
Ou seja:
1
2( . - :53 _
v (~gmmay) =0t
Warning

E importante notar que o laplaciano da funcéo de Green singular néo é bem definido na origem. A
regularizagio é essencial para dar sentido matematico & equacio V2(1/r) = —4783(r).

Interpretacoes Fisicas

Dimensao do Espaco e Lei de Coulomb

A funcao de Green em N dimensdes:

v —ro|2 N N#£2
GN:
—lnjr—ry| N=2

Consequéncias Fisicas

1. Em 3D: G « 1/r — Lei de Coulomb (forga o 1/r?)
Em 2D: G x —Inr — Forga o 1/r
3. Em 4D: G « 1/r?* — Forga oc 1/13

N

Warning

Se a dimensao do espaco fosse diferente de 3, a forga entre cargas pontuais seguiria uma lei diferente da
lei de Coulomb! Isto mostra que a lei do inverso do quadrado é uma consequéncia direta da geometria
tridimensional do espaco.

Topologia do Universo
Medidas precisas da lei de Coulomb podem revelar a dimensdo e topologia do espago:

o Dimensdo exata: Se a forga variasse como 1/r*™¢  indicaria dimensdes fracionérias ou dimensdes

extras
o Topologia nao-trivial: Em universos com topologia de toro, poderiamos observar multiplas imagens

de uma mesma fonte



Teoria das Cordas

Em teoria de cordas, dimensdes extras podem ser “compactificadas” (enroladas em escalas muito pequenas).
Nesse caso:

1. Em distancias grandes (> escala de compactificagdo): 3D efetivo
2. Em distancias pequenas (< escala de compactificagdo): ND efetivo

A lei de Coulomb seria modificada em distdncias muito pequenas, fornecendo um teste experimental para
dimensoes extras.

1 Note

A regularizacdo dimensional utilizada em fisica de particulas é andloga & técnica de Frobenius para
raizes repetidas. Em ambos os casos, tratamos dimensoes ndo-inteiras como um artificio matematico
para obter resultados finitos.

Visualizagoes Computacionais

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from scipy.special import gamma

# Definig8o das fungdes de Green
def G_1D(x, x0=0):
"""Funcdo de Green em 1D"""
r = np.abs(x - x0)
return r

def G_2D(r, x0=0):
"""Fungdo de Green em 2D (logaritmica)"""
r = np.abs(r - x0)
# Adiciona um pequeno epsilon para evitar divergéncia
return -np.log(r + 1e-10)

def G_3D(r, x0=0):
"""Fungdo de Green em 3D"""
r = np.abs(r - x0)
return 1.0 / (r + 1e-10)

# Criar figura
fig, axes = plt.subplots(l, 3, figsize=(12, 4))
x = np.linspace(0.01, 5, 1000)

# Plot 1D

axes[0] .plot(x, G_1D(x), "b-", linewidth=2)
axes[0] .set_xlabel("r")

axes[0] .set_ylabel ("G(xr)")

axes[0] .set_title("1D: G(r) = |r|")

axes[0] .grid(True, alpha=0.3)



# Plot 2D

axes[1] .plot(x, G_2D(x), "r-", linewidth=2)
axes[1] .set_xlabel("r")

axes[1] .set_ylabel ("G(xr)")

axes[1] .set_title("2D: G(r) = -1n(xr)")
axes[1] .grid(True, alpha=0.3)

# Plot 3D

axes[2] .plot(x, G_3D(x), "g-", linewidth=2)
axes[2] .set_xlabel ("r")

axes[2] .set_ylabel ("G(xr)")

axes[2] .set_title("3D: G(r) = 1/r")

axes[2] .grid(True, alpha=0.3)

plt.tight_layout()

plt.show()
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Figure 1: Fungoes de Green em diferentes dimensoes

def G_3D_regularizada(r, epsilon=0.1):
"""Fungdo de Green 3D regularizada"""
r_safe = r + 1e-10
return 1.0 / np.sqrt(r_safe**2 / 2 + epsilon)

# Valores de epsilon para testar
epsilons = [0.001, 0.01, 0.1, 1.0]
r = np.linspace(0, 5, 1000)

plt.figure(figsize=(8, 6))

for eps in epsilons:
G_reg = G_3D_regularizada(r, eps)
plt.plot(r, G_reg, label=f" = {eps}")

# Fungdo sem regularizagio (singular em r=0)

r_safe = np.linspace(0.01, 5, 1000)

G_sing = 1.0 / np.sqrt(r_safe*x2 / 2)

plt.plot(r_safe, G_sing, "k--", linewidth=2, label="Singular (1/r)")




plt.xlabel("r")

plt.ylabel ("G_ (xr)")

plt.title("Regularizacgdo da Fungdo de Green 3D")
plt.legend()

plt.grid(True, alpha=0.3)

plt.yscale("log")

plt.x1im(0, 5)

plt.ylim(0.1, 100)

plt.show()
, Reqgularizacao da Funcao de Green 3D
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Figure 2: Regularizacdo da fun¢io de Green em 3D

def laplaciano_G_regulado(r, epsilon=0.1):
"""Laplaciano da fungdo de Green regularizada em 3D"""
return -3 * epsilon / (r**2 / 2 + epsilon) ** (5 / 2)

r = np.linspace(0, 3, 1000)
epsilons = [0.001, 0.01, 0.1, 1.0]

plt.figure(figsize=(8, 6))
for eps in epsiloms:



plt.plot(r, L, label=f"

plt.xlabel("r")

plt.ylabel(" 2G_ (x)")
plt.title("Laplaciano da Fung8o de Green Regularizada")

plt.legend ()

plt.grid(True, alpha=0.3)

plt.x1im(0, 2)

plt.ylim(-1000, 50)

L = laplaciano_G_regulado(r, eps)

= {eps}")

plt.show()
Laplaciano da Funcao de Green Regularizada
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Figure 3: Laplaciano da fun¢do de Green regularizada
Tabela Resumo: Funcgoes de Green em ND
Dimensao G(r) -V2G Interpretacéo
1D 7| 26(r) Moédulo da distancia
2D 0 (especial) —lInr 2162 (r) Logaritmica
1/r 4763 (r) Coulomb

3D



Dimenséo A G(r) -V3G Interpretagao

4D -1 1/r? ? Potencial de
Yang-Mills
ND 1—N/2 PN ? Generalizagao
i Note

A normalizagdo da delta de Dirac em N dimensdes é 6V (r), com [ 6™ (r)dNr = 1.

Exercicios

Exercicio 1: Funcao de Synge

a) Mostre que o = |x — x,|?/2 satisfaz:
Vo =x—X,

V¢ =N

b) Calcule V,0V#o em notacio tensorial.
c) Mostre que o é independente da origem do sistema de coordenadas.

d) Qual é a importancia da fungdo de Synge em relatividade geral?

Exercicio 2: Lei de Poténcia

a) Verifique que G' = o> ¢ solucio da equacio V2G = 0 para A = 1 — N /2,

b) Mostre que para N = 3 esta solucdo recupera o potencial Coulombiano.

c) O que acontece para N = 27 Explique por que a lei de poténcia falha neste caso.

d) Para N =4, qual é a forma da func¢do de Green? Qual seria a lei de forga correspondente?

Exercicio 3: Solucao 2D

a) Mostre que G = In o satisfaz V2G = 0 em 2D.

b) Calcule V2G em N dimensdes para G = Ino e verifique que s6 funciona para N = 2.
c) Qual é a funcdo de Green normalizada em 2D? Justifique o fator de normalizacao.

d) Como a solugdo 2D se relaciona com o limite N — 2 da solugdo geral?

Exercicio 4: Regularizagcao 3D

a) Para G_ = (0 +¢)7'/2, calcule V2@, explicitamente.
b) Mostre que lim,_,, V2G, = 0 para r # 0.

c) Mostre que lim,_,, [ V2G, d3z = —4r.

d) Interprete fisicamente o papel do parametro ¢ na regularizacao.
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Exercicio 5: Propriedade de Filtragem

a) Use a expansdo de Taylor para mostrar que:

hII(l) V3G, f(x)d3z = —4mf(x,)

b) Mostre que o termo linear em (x — x,) contribui com zero.
c) Mostre que os termos de ordem superior contribuem com @(e*/2) — 0.

d) O que este resultado prova sobre a natureza do laplaciano da funcao de Green?

Exercicio 6: Generalizagcao ND

a) Mostre que G = o' N/? satisfaz V2G y = 0 para N # 2.

b) Calcule a constante de normalizagdo para N > 2 em termos da fungdo Gamma.
¢) Mostre que a normalizagio é o< (N — 2).

d) O que acontece com a normalizagdo no limite N — 27

Exercicio 7: Interpretacao Fisica

a) Explique por que a lei de Coulomb seria diferente em um universo com 4 dimensoes espaciais.
b) Em teoria de cordas, como dimensoes extras poderiam ser detectadas?

¢) O que a precisao da lei de Coulomb nos diz sobre a geometria do espago?

d) Como a regularizacao dimensional se relaciona com a detec¢io de dimensoes extras?

Exercicio 8: Topologia do Universo

a) O que sdo “circulos no céu” e como se relacionam com a topologia do universo?
b) Por que a topologia do universo é dificil de determinar experimentalmente?

¢) Qual é a relagdo entre topologia e fungdes de Green?

d) Como a func¢io de Green mudaria em um universo com topologia de toro?

Exercicio 9: Regularizagdo Dimensional

a) Explique o que é regularizagdo dimensional em fisica de particulas.

b) Como ela se relaciona com o método de Frobenius usado na aula?

¢) Por que a regularizagdo dimensional funciona mesmo com dimensdes nio-inteiras?

d) D& um exemplo de como a regularizacdo dimensional é usada para calcular integrais divergentes.

Exercicio 10: Implementacao Numérica

a) Escreva um c6digo Python que calcule numericamente o laplaciano da funcao de Green regularizada.
b) Verifique que a integral se aproxima de —4m para ¢ — 0.

c¢) Plote o laplaciano para diferentes valores de ¢ e discuta o comportamento.

d) Como a escolha do método de integragdo numérica afeta a precisdo do resultado?
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Exercicio 11: Conexao com Eletromagnetismo

a) Como a funcdo de Green 3D se relaciona com o potencial eletrostatico?
b) Derive a lei de Coulomb a partir da fungdo de Green.

c) Qual seria a lei de for¢a em 2D? Em 4D?

d) Como a lei de Gauss se generaliza para dimensoes arbitrarias?

Exercicio 12: Caso 1D Detalhado

a) Mostre que em 1D, G(x) = |z|/2 satisfaz G” (z) = d(x).
b) Qual é a interpretagao fisica da fun¢ao de Green em 1D?
c) Como a solugéo 1D se relaciona com o caso geral N =17

d) Por que em 1D o potencial ndo decai com a distdncia?

Exercicio 13: Método de Frobenius

a) Explique o método de Frobenius para equagoes diferenciais com raizes repetidas.
b) Como este método se aplica ao caso 2D da func¢do de Green?
c) Mostre que a solugdo logaritmica surge naturalmente do método de Frobenius.

d) Compare com a regularizacdo dimensional para obter o mesmo resultado.

Exercicio 14: Espacos Curvos

a) Como a funcgdo de Synge se generaliza para espagos curvos?

b) Qual é a equacio que a fungdo de Green satisfaz em um espago curvo?
¢) Como a curvatura afeta a fungdo de Green?

d) Por que a fungdo de Synge é importante em relatividade geral?

Exercicio 15: Aplicagoes Praticas

a) Em que dreas da fisica as fungoes de Green em diferentes dimensoes sao utilizadas?
b) Como a fungdo de Green 2D aparece em sistemas de vortices?

¢) Qual é a relacao entre fungoes de Green e equagoes de difusao?

d) Como a regularizacao de fungoes de Green é usada em teoria quantica de campos?

Conclusao

Nesta aula, generalizamos a construgao de fungdes de Green para o laplaciano em N dimensoes, destacando o
papel especial da dimensao 2. Vimos que:

1. A funcao de Synge o fornece a base geométrica para todas as construgoes

A lei de poténcia G = ¢* funciona para N # 2

O caso 2D requer uma solucao logaritmica especial

A regularizacao é essencial para lidar com divergéncias na origem

A propriedade de filtragem prova que o laplaciano da fungdo de Green se comporta como uma delta
de Dirac

6. A interpretagao fisica conecta a dimensdo do espago a lei de Coulomb

U
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Estes resultados mostram como a geometria do espaco determina as leis fisicas fundamentais, e como
ferramentas matematicas como a regularizacdo dimensional nos permitem explorar dimensoes além das usuais.

A proxima aula abordaréd fungbes de Green dependentes do tempo, introduzindo conceitos de causalidade e
propagacao de ondas.
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