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Introducao

Nesta aula, vamos conectar o Teorema Fundamental do Calculo & fungado delta de Dirac e as fungoes
de Green. A ideia central é que a delta ndo é um objeto méagico — ela é uma generalizacdo natural da
derivada da funcdo degrau (Heaviside).

OBSERVACAO DO PROFESSOR: “Isso nido tem nada a ver com gravitacdo ou eletromag-
netismo em si. Na verdade, é uma consequéncia indireta do espago ser euclidiano e de como as
coisas se espalham no espaco de acordo com a dimensao.”

A Funcao Degrau de Heaviside

A funcao degrau (ou funcdo de Heaviside) é definida como:

1, >0

0(x):{0 2 <0

Caracteristicas:



« E uma funcdo com uma descontinuidade em z = 0.
o Representa uma transicao abrupta de 0 para 1.

A Funcao Delta de Dirac

A delta de Dirac d(z) é definida pela propriedade de filtragem (ou “sifting”):
[ dta = a0) fa) day = ()

Para qualquer funcdo f suave (bem-comportada).

Interpretacéo: A delta “seleciona” o valor de f no ponto x = x.

Delta como Derivada da Theta

Usando o Teorema Fundamental do Célculo:

d T
dx/oof(xo)dxo = f(x)

Reescrevendo o limite superior com a funcao 6:
[ 8= fagydoy = [ fag)dny

Derivando ambos os lados:

| ota =) fay) iy = @

Portanto:

%0(37 —xy) =0(z—xq)

Construindo a Theta a Partir de Fungoes Suaves

Podemos construir #(z) usando a fun¢do médulo:

* Seja g(x) = |z].

o A derivada de g(z) é sgn(z) (com ambiguidade em = = 0).

« Entao: , )
by = L0 EL

Relagao com o médulo:

x| = Va2
Assim:

0(z) = % (%\/:Tu 1)




Aproximacao Gaussiana para a Delta

Considere a Gaussiana (distribui¢do normal):

1 z?
Ga(m):\/ﬂaexp T 952

Propriedades:

o Normalizada: f dr=1

e Simétrica: G, (— :E) ( )

e Quando 0 — 0, G,(z) fica mais estreita e mais alta, concentrando-se em x = 0.

Demonstracao da Propriedade de Filtragem

Para qualquer funcao f(z) com série de Taylor:

F(@) = f(0) + f/(0)z + fT@xz L
Temos: N
lim [ G, (x)f(x)de = f(0)
Por qué?

o Termos {mpares se anulam por simetria (fungdo par vezes func¢io fmpar).
e Termos pares sao proporcionais a poténcias positivas de o, entdo vao a zero.
o Apenas o termo constante f(0) sobrevive.

Funcoes de Green em 1D

A funcao de Green em 1D satisfaz:
d2
@G(x, o) = 0(z — 1)

A solucéo é:

1
G(z,zy) = 5\1‘ —x,

Dependéncia com a Dimensao

A funcdo de Green depende da dimensionalidade do espago:

Dimensao Funcdo de Green Comportamento

1D % T — x| Cresce com a distancia

2D 5= log |z — x| Cresce logarithmicamente
1 .

3D Tro—ag] Decai como 1/r




Interpretacao Fisica

e Funcgoes delta representam particulas pontuais ou impulsos instantineos.

e Séo limites de processos fisicos suaves (ex.: aceleragdo instantinea é o limite de uma aceleragao muito
grande em um tempo muito curto).

e Isso é analogo a definir nimeros irracionais como limites de sequéncias de ntimeros racionais.

O Truque do Calculo da Integral Gaussiana

Para provar a normalizacdo da Gaussiana, usamos o truque das coordenadas polares:

0 2 0o 00
(/ 6$2/202d$) = / / e (=27 iy dy

27 e’}
= / / e 29 dr df = 2702
(0} 0

/ e /2%y =\ 21 o
—00

Em coordenadas polares (r,§):

Portanto:

Assim, o fator de normalizacgao 1/v/2mo esta correto.

Visualizacao: Sequéncia Delta Gaussiana

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

x = np.linspace(-2, 2, 500)
sigmas = [1.0, 0.5, 0.2, 0.05]

plt.figure(figsize=(8, 5))

for sigma in sigmas:
g=(1/ (up.sqrt(2 * np.pi) * sigma)) * np.exp(-(x**2) / (2 * sigma**2))
plt.plot(x, g, label=f" = {sigmal}")

plt.xlabel("x")

plt.ylabel("G (x)")
plt.title("Sequéncia Delta Gaussiana")
plt.legend()

plt.grid(True)

plt.show()



Sequéncia Delta Gaussiana
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Figure 1: Aproximacdo gaussiana da delta de Dirac para diferentes valores de sigma
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