Introducao ao Principio da Incerteza de Heisenberg

Sandro Vitenti

Lei de Newton e momento

A mecénica classica descreve o movimento de uma particula pela segunda lei de Newton:
mi(t) = F(x,t),
onde i = d2x/dt? é a aceleragdo, m a massa, e F a forca resultante.

Definimos o momento linear como
p(t) = mz(t).
Derivando em relacao ao tempo:
p(t) = mi(t) = F(z,t).

Portanto, m& = F' é equivalente a p = F.

Sistema de primeira ordem

Podemos reescrever a equagao de segunda ordem em x como um sistema de primeira ordem para as variaveis
z(t) e p(t):

(1) =

%, p(t) = F(x,t).

Expansao temporal para ot

Para um pequeno intervalo 0t, expandindo por Taylor de primeira ordem:

m

p(t+ 6t) ~ p(t) + F(x,t), ot.

x(t+ ot) ~ x(t) +

Forcga conservativa e potencial

Se a forga for conservativa, existe uma funcao potencial V(z) tal que

dv
Flr)=——.
(@) = -
Formulagao Hamiltoniana
Definimos o Hamiltoniano )
p
H =— 4+ V(x).
(z,p) = 5~ +V(2)

As equagoes de movimento sdo obtidas pelas derivadas parciais:

L_O0H _p . OH AV
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Note que % depende apenas de p, e V(z) depende apenas de x, o que simplifica os célculos.



Estrutura matricial

Podemos condensar o sistema na forma matricial:
()= (4 o) ()
- — 7
dt \p -1 0 B
0 1
=(50)

é chamada de matriz simplética e codifica a estrutura da mecénica Hamiltoniana.

A matriz

Exemplo: Oscilador harmoénico

Para V(z) = $kz?, temos:

p 2
H =—+ -k
(z,p) = o~ + ke,
T = 11, p=—kzx
m
Combinando: ma& = —kx, que é a equagao do oscilador harmonico.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

# paré@metros

m= 2.0

k=0.34

omega = np.sqrt(k / m)

# tempo
t = np.linspace(0, 2 * np.pi / omega, 400)

# condigdes iniciais
x0 = 1.0
pO = 0.0

# solugdes analiticas
x = x0 * np.cos(omega * t) + (pO / (m * omega)) * np.sin(omega * t)
p = pO * np.cos(omega * t) - m * omega * x0 * np.sin(omega * t)

# grafico no espago de fases
plt.figure(figsize=(6, 6))
plt.plot(x, p, lw=2)

plt.xlabel ("$x$")

plt.ylabel("$p$")

plt.title("Espago de fases do oscilador harménico")
plt.grid(alpha=0.3)

plt.axis("equal")

plt.show()



Espaco de fases do oscilador harménico
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Figure 1: Evolugdo de uma trajetéria no espago de fases (x,p) para o oscilador harmdnico.

Exercicios

1.

Mostre que a segunda lei de Newton mi = F(x,t) é equivalente & equagdo p = F(z,t) usando a definigdo
de momento linear p = ma.

. Reescreva a equagdo mi = F(z,t) como um sistema de primeira ordem em termos de z(t) e p(t) e

explique por que isso pode ser 1til para métodos numéricos.

. Considere um pequeno intervalo de tempo §t. Derive a expansao de Taylor de primeira ordem para

x(t + 0t) e p(t + 6t) a partir das equagoes de primeira ordem.

. Uma forga é dita conservativa se existe um potencial V(x) tal que F(x) = —dV /dz. Dé dois exemplos

de forcas conservativas e dois exemplos de forgas nao conservativas.

. Verifique que para o Hamiltoniano H(x,p) = % + V(x), as equagoes de Hamilton

. O0H . 0H
-

% T

sao equivalentes as equacgoes classicas de movimento.

. Explique qualitativamente como a forma eliptica da trajetéria no espago de fases do oscilador harmonico

reflete a conservagio de energia.



Algebra e Produto Vetorial

Em duas dimensdes, a matriz

7= (4 0)

aparece naturalmente na formulacao Hamiltoniana. Ela atua como uma rotagao de 90°, e pode ser usada para
construir um produto bilinear que captura a nocao de area orientada:

T
vi Jvy.

De forma explicita, se v, = (xl) ev, = <m2>, entao
by V)

T _
vy Jvy = TPy — Py Ts.

Note que, ao escrever a equacao acima, estamos tratando (x, p) como coordenadas de um plano e interpretando
esse determinante como uma area orientada. Essa interpretacdo, porém, exige certo cuidado: x e p nao
tém as mesmas unidades fisicas nem o mesmo significado geométrico. O espago de fase ndo é um espago
euclidiano comum, mas sim um espago com estrutura prépria, onde a matriz J define uma forma bilinear
antissimétrica (a chamada forma simplética). Assim, falar em “4rea” aqui é uma analogia geométrica 1til
para construir intui¢do, mas ela s6 se torna rigorosa quando entendemos que o espaco (z,p) é dotado dessa
estrutura simplética, que substitui o produto interno usual.

Esse determinante mede a area orientada do paralelogramo formado pelos dois vetores:

e Se o valor é zero, os vetores sao linearmente dependentes, pois ndo formam &rea.
e Se é positivo ou negativo, ele indica tanto o tamanho da drea quanto a orientacdo relativa entre v, e v,.

Assim, J fornece um critério geométrico para independéncia linear e orientacido no espaco de fase. Essa
construcao é analoga ao produto vetorial em trés dimensoes, que também mede dreas e orientagoes.

Conexao com os Parénteses de Poisson

A mesma estrutura aparece nas equagoes da mecénica Hamiltoniana. Dadas duas fungdes f(z,p) e g(z,p) no
espaco de fase, seus parénteses de Poisson sao definidos por

(foy=(3 )7 %

Ou seja, a mesma operagdo v1 Jv, que mede drea entre vetores também mede a “independéncia” entre funcdes
no espago de fase. Essa estrutura é o coragdo da mecénica Hamiltoniana, e mais adiante veremos como ela se
conecta as relagoes de comutagao na mecanica quantica.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

# Vetores
vl = np.array([2, 1])
v2 = np.array([1, 2])

# Matriz J
J = np.array([[0, 11, [-1, 011)

# Area orientada
area = vl @ J @ v2



# Plot
fig, ax = plt.subplots(figsize=(5, 5))
ax.quiver(
0,
0,
vi[0],
vi[1],
angles="xy",
scale_units="xy",
scale=1,
color="blue",
label=r"$\vec{v}_1$",
)
ax.quiver(
0,
0,
v2[0],
v2[1],
angles="xy",
scale_units="xy",
scale=1,
color="red",
label=r"$\vec{v}_2$",

# Preenche o paralelogramo
parallelogram = np.array([[0, 0], vi, vl + v2, v2])
ax.fill(parallelogram[:, 0], parallelogram[:, 1], alpha=0.3, color="gray")

ax.set_x1im(0, 3)

ax.set_ylim(0, 3)

ax.set_aspect("equal")

ax.axhline(0, color="black", linewidth=0.5)
ax.axvline(0, color="black", linewidth=0.5)

ax.legend()

ax.set_title(rf"$\vec{{v}}_1°T J \vec{{v}}_2 = {area}$")

plt.show()
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Figure 2: Area orientada gerada por dois vetores no plano de fase. O sinal de v1™T J v2 indica a orientacdo.

Exercicios

1. Verifique que, para v; = ( 1) e vy = (p2>’ o produto vi.Jv, é antissimétrico, ou seja, vi Jv, =
1 2

—vIJv,.
. Mostre que vI Jv, = 0 se e somente se os vetores v; e v, forem linearmente dependentes.

0 . .
. Para os vetores v; = (O) e Vy = (1>, calcule vI' Jv, e interprete o resultado geometricamente.

. Considere as fungoes f(x,p) = x?p e g(z, p) = xp?. Calcule os parénteses de Poisson f, g explicitamente.

. Demonstre que os parénteses de Poisson satisfazem a antissimetria: f,g = —g, f.

. Explique como a interpretagdo de “area orientada” do determinante v7.Jv, se relaciona com a inde-
pendéncia de func¢des no espaco de fase.

O U w N

Parénteses de Poisson e Mecanica Hamiltoniana

A evolucao temporal de uma funcao f(x,p) que depende de posi¢ao e momento é obtida pela regra da cadeia:

d Cof . of.
pn (x(t)’p(t))—%fﬁ‘i'afpp-

Essas fungoes sdo chamadas de observaveis fisicos. Ou seja, definimos como observavel qualquer quantidade
que pode ser medida a partir do estado do sistema.

Substituindo as equagdes de Hamilton, essa expressdo pode ser reescrita em termos do paréntese de Poisson:
d of 0OH Of0H

&f:{f7H}7 com {f7H}:%7p*%%



O papel gerador dos parénteses de Poisson

O paréntese de Poisson nao é apenas uma notagdo conveniente: ele descreve como um observavel gera
transformagdes em outro.

e O Hamiltoniano H gera a evolugao temporal:

d

E ={,H}.

e O momento p gera translagoes em x:

{z,p} =1 = Jz=¢fz,p}=¢

e A posigdo x gera translagoes em p:
{p,x}:_l = 6p:6{pax}:_€'

Assim, podemos pensar nos observaveis como “geradores de transformagdes” uns sobre os outros. Essa é
uma das ideias centrais da mecanica Hamiltoniana e antecipa a estrutura da mecanica quantica, onde os
observaveis passam a gerar transformagdes via comutadores.

Conservagao da energia

Quando o Hamiltoniano nao depende explicitamente do tempo, ele mesmo é um integral de movimento. Isso

fica claro porque

dH
—={H,H}=0.
= {H,H} =0

Portanto, a energia é sempre conservada. Lembrando que isso é verdade pois consideramos H como uma
funcao de x e p e nao de t.
Estrutura algébrica

Os parénteses de Poisson satisfazem ainda a identidade de Jacobi, que garante a consisténcia da algebra:
{{Av B}> C} + {{07 A}v B} + {{B7 0}7 A} =0.

onde A, B e C sao fungoes de = e p. Essa propriedade assegura que os observéaveis formam uma estrutura
matemdtica bem definida (uma dlgebra de Lie), algo que serd fundamental ao fazer a transicio para a mecénica
quantica.

Campo de Hamilton

A ideia central da mecénica Hamiltoniana consiste em estudar o fluxo no espaco de fase gerado pela evolugao
temporal do Hamiltoniano. A figura abaixo ilustra o fluxo gerado pelo Hamiltoniano do oscilador harmoénico.
Os vetores indicam a direcao da evolugao temporal:

s (

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

# Parametros
m, k =1.0, 1.0
x = np.linspace(-2.5, 2.5, 30)



p = np.linspace(-2.5, 2.5, 30)
X, P = np.meshgrid(x, p)

# Equacgdes de Hamilton
dxdt =P / m
dpdt = -k * X

# Energia (curvas de nivel)
H=Px+2 / (2 * m) + 0.5 * k * X2

plt.figure(figsize=(7, 6))

# Curvas de nivel de energia

contours = plt.contour(X, P, H, levels=6, colors='"gray", linewidths=1)
plt.clabel(contours, inline=True, fontsize=8, fmt="E=),.1f")

# Campo vetorial (fluxo de Hamilton)
plt.quiver(X, P, dxdt, dpdt, color="blue", alpha=0.6)

plt.xlabel("x (posig&o)")

plt.ylabel("p (momento)")

plt.title("Fluxo Hamiltoniano no Espago de Fase")
plt.grid(alpha=0.3)

plt.axhline(0, color="black", linewidth=0.5)
plt.axvline(0, color="black", linewidth=0.5)
plt.show()



Fluxo Hamiltoniano no Espaco de Fase
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Figure 3: Fluxo no espago de fase gerado pelo Hamiltoniano do oscilador harménico. As curvas representam
niveis de energia constante e os vetores indicam a direcdo da evolugao temporal.

Note que as curvas de nivel de energia, como mostrado na Figure 3, sinalizam os niveis de energia, enquanto o
campo vetorial ilustra o fluxo no espago de fase. As curvas de nivel coincidem com as trajetorias classicas. Essa
visualizagao reforca a interpretacdo de que o Hamiltoniano atua como gerador de transformacoes temporais:
ao calcular f = f, H, vemos que o paréntese de Poisson com H fornece a regra de evolucao de qualquer

observavel no tempo.

Exercicios
1. Mostre que a regra da cadeia aplicada a uma funcio f(z(t),p(t)) leva a f = {f, H} usando as equacdes

de Hamilton.
2. Verifique explicitamente que {x,p} =1 e {p,z} = —1, e explique o significado fisico dessas relagdes.

2 . . A :
Considere o Hamiltoniano H = 2 + %kaxg. Calcule z e p usando parénteses de Poisson e confirme que

obtém as equagoes de movimento do oscilador harmdnico. .
4. Mostre que se H nao depende explicitamente do tempo, entdo H = H, H = 0, garantindo a conservagao

da energia.
5. Para trés fungoes A = x, B =p, C = H, verifique a identidade de Jacobi:

{({A, B},C} + {{C, A}, B} + {{B,C}, A} = 0.



6. Explique qualitativamente como o fluxo Hamiltoniano no espaco de fase, representado por V. =

7 OH /0x
OH /0p

> , garante que as curvas de nivel de energia sejam percorridas pelas trajetérias cldssicas.

Quantizacao
O formalismo da mecénica quantica é construido promovendo as variaveis classicas a operadores lineares sobre
fungoes de onda. A regra de correspondéncia fundamental, inspirada pelos parénteses de Poisson, é:

[, p] = if{z, p}.

No caso canénico, isso leva a relacdo de comutacao:

[Z,p] = ih,

onde [A, B] = AB — BA. Essa relagio nao apenas substitui a nocao de varidvel cldssica por operador, mas
também codifica a estrutura de incerteza da mecanica quantica.

Note que, em uma algebra ndo comutativa, o produto de dois operadores A e B pode sempre ser decomposto
em uma parte simétrica e uma parte antissimétrica:

AB— BA

AB =
L

AB+ BA
2

e O primeiro termo, AB + B/i, ¢é o anti-comutador, definido como
{A,BY = AB + BA,
e representa a parte simétrica do produto. Para operadores hermitianos, essa parte é real quando
calculada em um estado.
¢ O segundo termo, AB— BA, ¢é o comutador, definido como
[A,B] = AB — BA,
e representa a parte antissimétrica do produto. Para operadores hermitianos, essa parte é puramente
imagindria quando calculada em um estado.

Essa decomposigio é ttil para entender a desigualdade de Heisenberg: a parte imagindria (comutador)
determina o limite fundamental de incerteza, enquanto a parte real (anti-comutador) pode aumentar o médulo
do produto, mas nao reduz o limite minimo.

Nao confunda com a notacao do paréntese de Poisson, que é usado na mecanica cldssica; o contexto normalmente
indica se estamos tratando de comutadores quéanticos ou parénteses de Poisson.

Representacao de posicao

Na representacdo em que usamos fungoes de onda (), os operadores agem como:
. . , 0
p(@) = (o), Pule) = —ihe—ti().

Aqui, Z atua multiplicando pela coordenada, enquanto p se torna um operador diferencial. Essa escolha
garante que a relagdo de comutagao seja satisfeita e que a evolucdo quantica tenha a mesma estrutura de
transformacao que vimos na mecanica classica via parénteses de Poisson.
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Operadores como geradores de transformacgées

Um dos conceitos centrais da mecanica quantica, herdado da mecénica Hamiltoniana, é que cada observavel
pode ser visto como um gerador de transformagoes.

e Na mecanica cléssica, vimos que o Hamiltoniano H gera a evolugao temporal através do paréntese de
Poisson: f = {f, H}.

¢ Em mecénica quantica, essa ideia é promovida para operadores: um operador A gera uma transformagcao
unitdria sobre estados |¢) via o operador exponencial e teA/n,

o Por exemplo, o momento p gera translacbes em posi¢do, enquanto a posicdo I gera translagbes em

momento, refletindo a mesma estrutura observavel — transformacao que vimos no espago de fase classico.

Essa interpretagdo é crucial, porque mostra que os operadores nao sao apenas “valores para medir”, mas
agentes de transformacao dentro do espaco de Hilbert (que é o espago de fungdes de onda). Ela estabelece a
ponte para o formalismo estatistico e para a evolucao temporal, e é uma das ideias centrais para entender por
que a mecanica quantica difere da classica.

o Cada operador representa um observavel fisico, como posi¢do ou momento.

e O comutador [z, p] mostra que ndo podemos medir x e p simultaneamente com precisdo arbitréria.

e A acgdo de um operador sobre a fungdo de onda determina a distribuicdo de valores possiveis de um
observavel.

Essas defini¢bes estabelecem a base da mecénica quantica e preparam o terreno para introduzir conceitos
estatisticos, como valor esperado, varidncia e, mais adiante, o principio da incerteza de Heisenberg.
Exercicios

1. Mostre que a decomposi¢cao de um produto de operadores

AB:AB;BA AB — BA

T

é sempre valida, identificando explicitamente o anti-comutador e o comutador.
2. Verifique que, na representacao de posicao, os operadores

B9(a) = 2p(a). () = —iho-(z)

satisfazem a relacdo de comutagio [Z,p] = ih.

Valor Esperado e Probabilidade

Na mecéanica quantica, o valor de uma grandeza nao é deterministico, mas probabilistico. Para entender isso,
recordamos primeiro o caso classico de varidveis aleatorias.

Exemplo discreto: dado de seis lados

O valor esperado de uma variavel discreta é uma média ponderada pelas probabilidades:

=1

onde m,; séo os valores possiveis (1,2, ...,6) e P; é a probabilidade de cada valor. Para um dado justo, P; = 1/6,

entao: 1 4943444546
(my = =2+ g o035
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Exemplo continuo: medindo a posigcao

Para um sistema continuo, como a posigdo de uma particula confinada em um intervalo [a, b], podemos dividir
o intervalo em N “caixas” de comprimento Az = (b—a)/N. A posicdo média pode ser escrita como soma
ponderada;:

N
(z) ~ Z%P@QA%

onde P(x,) é a probabilidade de encontrar a particula na caixa i. No limite N — oo (ou Az — 0), isso se

transforma na integral usual:
b
() = / xP(x)dz.

Para a distribui¢do uniforme P(z) = 1/(b — a), temos:

1 b a+b
= dx =
(@) b—a/axx 2

Esse exemplo mostra claramente a transicao do discreto para o continuo, que é exatamente o que ocorre
ao medir observaveis em mecanica quantica: valores possiveis discretos ou continuos, mas sempre ponderados
por uma probabilidade derivada da fun¢ao de onda.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

# Intervalo e distribuicgdo

a, b =0, 1

N = 5 # nimero de caixas discretas

x_discrete = np.linspace(a + (b-a)/(2*xN), b - (b-a)/(2*N), N)
dx = (b-a)/N

P_discrete = np.full(N, 1/(b-a))

# Valores esperados

expected_discrete = np.sum(x_discrete * P_discrete * dx)
x_cont = np.linspace(a, b, 1000)

P_cont = np.ones_like(x_cont)/(b-a)

plt.figure(figsize=(8,5))

# Barras discretas

plt.bar(x_discrete, P_discrete, width=dx, alpha=0.4, color='orange', label='Soma discreta')

# Linha continua

plt.plot(x_cont, P_cont, 'b-', linewidth=2, label='Densidade continua')

# Valor esperado

plt.axvline(expected_discrete, color='r', linestyle='--', label=f'Valor esperado {expected_discrete: .2

plt.xlabel("x"

plt.ylabel("Probabilidade")

plt.title("Valor esperado: discreto vs continuo")
plt.legend()

plt.grid(alpha=0.3)

plt.show()
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Valor esperado: discreto vs continuo
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Figure 4: Tlustracao do valor esperado: barras representam a soma discreta das probabilidades em caixas,
enquanto a linha azul mostra a funcao de densidade continua.

Na figura, as barras laranjas representam a soma discreta das probabilidades em caixas de mesmo tamanho,
enquanto a linha azul mostra a densidade continua correspondente. A medida que aumentamos o ntimero de
caixas, a soma discreta se aproxima da integral continua, ilustrando o limite § x —0 $. O valor esperado,
indicado pela linha vermelha tracejada, é a média ponderada pela probabilidade, seja na forma discreta
ou continua. Esse conceito é diretamente aplicdvel & mecénica quéintica, onde a funcdo de onda fornece a
densidade de probabilidade e o valor esperado de um observavel é obtido como integral ponderada.

Exercicios

1. Calcule o valor esperado de um dado justo de seis lados e de um dado viciado, onde Py = 1/2 e os
outros cinco lados tém probabilidades iguais.

2. Divida o intervalo [0,2] em N = 4 caixas e considere uma distribui¢do de probabilidade P(z;) =
z;/(3. ;). Calcule o valor esperado (r) usando a soma discreta e compare com o limite continuo.

J
3. Demonstre que, para uma distribui¢do uniforme em [a, b], o valor esperado é (x) = (a +b)/2.
Variancia e Desvio Padrao

Além do valor esperado, é importante caracterizar a dispersdo dos valores possiveis de uma varidvel aleatéria.
Uma medida natural é a variancia, definida como

Var(z) = ((z — p)?),
onde p = {x) é o valor esperado. Essa defini¢io garante que:

1. A variancia é sempre positiva ou zero.
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2. Medidas como (|z — u|) também existem, mas (z — u)? tem propriedades matemadticas convenientes,
como ser aditiva para variaveis independentes.

Expandindo o quadrado, obtemos:

Var(z) = (2% — 2uz + p?) = (2%) — 2u(z) + p* = (2°) — .

Exemplo: distribui¢do uniforme em [a, b]

Para uma distribui¢do uniforme, P(z) = 1/(b — a). O valor esperado é

b 1 b a+b
,u—(x>—/aa:P(x)dx—ba/axd— 5

O segundo momento é

b b 3 3 2 2

1 b° —a a“+ab+b

2\ _ 2p(x)de = 2dr = = .
(x?) /a x*P(z)dx b—a/a x?dx 30 —a) 3

Portanto, a varidncia é

a® + ab + b? _<a+b>2_ (b—a)?

2y 2
Var(z) = (z7) — 3 5 B

O desvio padréo ¢é a raiz quadrada da variancia:

Caso particular: [0, 1]
Substituindo a =0 e b= 1:

0+1 1 1-02 1 1
B A S C L A S SRy )
p=— =g Val@ 12 127 77T o3

Essa forma mostra que a dispersao é invariante sob deslocamentos lineares e que o desvio padrao fornece uma
medida intuitiva do “tamanho tipico do desvio” em torno da média.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

# Intervalo da distribuigdo uniforme
a, b=20, 1

mu = (a + b) / 2

sigma = (b - a) / (2 * np.sqrt(3))

# Funcdo de densidade
x = np.linspace(-0.1, 1.1, 500)
P = np.where((x >=a) & (x <=b), 1/ (b - a), 0)

plt.figure(figsize=(8, 5))

plt.plot(x, P, "b-", lw=2, label="Densidade uniforme")

# Média

plt.axvline(mu, color="r", linestyle="--", label=rf"Média $\mu={mu:.2f}$")
# Regido $\pm\sigma$

plt.fill_between(
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plt
plt
plt

plt

plt.

Probabilidade

Figure 5: Distribui¢do uniforme em [0,1] mostrando média (linha vermelha) e regido +o (sombras verdes).

A linha vermelha indica a média da distribui¢do uniforme, enquanto a regido sombreada verde mostra o
intervalo +0 em torno da média. Mesmo que todos os valores tenham a mesma probabilidade, essa regiao

where=((x >= mu - sigma) & (x <= mu + sigma)),
color="green",

alpha=0.3,

label=rf"$\pm\sigma \approx$ {sigma:.2f}",

.xlabel("x")

.ylabel("Probabilidade")

.title("Varidncia e Desvio Padrio da Distribuigio Uniforme [0,1]1")
plt.

legend ()
.grid(alpha=0.3)
show ()
Variancia e Desvio Padrao da Distribuicao Uniforme [0,1]
1
1.0 4 '
|
1
|
|
|
0.8 A 1
I
|
|
I
|
0.6 - -
- Densidade uniforme
=== Média u=0.50
o= 0.29
0.4 :
I
1
|
|
:
0.2 A |
1
|
|
I
0.0 1 :
T T T l T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X

fornece uma medida tipica da dispersao dos valores possiveis.

Exercicios

1. Mostre que, para qualquer distribuicdo, Var(z) = (z2) — (x)2.
2. Calcule a variancia e o desvio padrédo de uma distribuigéo uniforme no intervalo [2, 5].
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3. Para uma variavel discreta com valores x; = 1,2,3,4 e probabilidades P,
calcule o valor esperado, a variancia e o desvio padrao.

4. Demonstre que a variancia é sempre nao negativa e explique por que isso é consistente com a defini¢ao
de dispersao.

5. Explique qualitativamente como o desvio padrao fornece uma medida tipica do “tamanho do desvio’
dos valores em torno da média, usando o exemplo da distribui¢do uniforme em [0, 1].

= 1/10,2/10,3/10,4/10,

)

Desigualdade de Cauchy-Schwarz

A desigualdade de Cauchy-Schwarz é uma ferramenta fundamental em algebra linear e mecanica quéantica.
Ela estabelece que, para quaisquer vetores u e v em um espaco vetorial com produto interno, temos:

(0, v)[? < (u, ), (v, v),

ou equivalentemente,
[(w,v)[ < [ul,[v].

Interpretacio geométrica em R?

Para vetores em R2, o produto interno é o produto escalar usual u - v = u,v; + uyv,. A desigualdade garante
que o quadrado do produto escalar nunca é maior que o produto dos quadrados das normas:

(ugvy +ugvy)? < (uf +u3)(vF + v3).

Geometricamente, isso significa que o cosseno do angulo entre os vetores sempre esta entre -1 e 1:

cosf = g.
lul|v|

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

# Vetores u e v
np.array([2, 1])
v = np.array([1, 2])

u

# Origem
origin = np.array([0, 0])

plt.figure(figsize=(6, 6))
plt.quiver(
*origin, ul0], ull], color="blue", scale=1, scale_units="xy", angles="xy", label="u"
)
plt.quiver(
*origin,
v[0],
v[1],
color="orange",
scale=1,
scale_units="xy",
angles="xy",
label="v",
)

# Angulo
theta = np.arccos(np.dot(u, v) / (np.linalg.norm(u) * np.linalg.norm(v)))
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plt.text (0.3, 0.3, rf"$\theta \approx {np.degrees(theta):.1f}"\circ$", fontsize=12, color="purple")

plt.x1im(-0.5, 3)

plt.ylim(-0.5, 3)

plt.gca() .set_aspect("equal", adjustable="box")
plt.grid(True, alpha=0.3)

plt.xlabel("x")

plt.ylabel("y")

plt.title("Desigualdade de Cauchy-Schwarz em $R™23%")
plt.legend()

plt.show()

Desigualdade de Cauchy-Schwarz em R?

3.0

2.5 A

2.0 A

1.5 4

1.0 A

0.5

0.0 -

_0.5 T T T T T T
-0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

X

Figure 6: Tlustragido geométrica da desigualdade de Cauchy-Schwarz em R™2. O dngulo theta entre u e v estd
relacionado ao produto interno e as normas dos vetores.
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Generalizagao

A desigualdade de Cauchy-Schwarz vale em qualquer espago vetorial com produto interno, inclusive o
espaco de Hilbert da mecénica quantica. Para vetores |¢)) ¢ |¢):

[(¥l9) > < (¥lv) (d]9).
Essa propriedade é fundamental para provar o principio da incerteza e para varias outras desigualdades
envolvendo valores esperados de operadores.
Exercicios

1. Verifique a desigualdade de Cauchy-Schwarz para os vetores u = (3,1) e v = (1,2) em R2.
2. Para vetores u,v € R3, mostre que
lu-v| < |uf|v]

usando a definicdo do produto interno e das normas.
3. Prove que a igualdade em Cauchy-Schwarz ocorre se e somente se u e v sao linearmente dependentes.

Principio da Incerteza

Na mecénica quéntica, os valores de posigdo (Z) e momento (p) ndo podem ser determinados simultaneamente
com precisao arbitraria. Isso decorre da estrutura dos operadores quéanticos e ndo de limitagdes experimentais.

O valor esperado de uma observavel A em um estado [¢) é:

(A) = (p|Aly),

e a variancia, que mede a dispersao em torno do valor médio, é:
o4 = (A= (4))%) = (¥|(A - (4)*[y).
Definimos os estados deslocados para posi¢do e momento:

[f) =@ = (@), |g) = (b — P)),

com

oz = (flf), o= (glg)-
Aplicando a desigualdade de Cauchy—Schwarz:
(F11):glg) = Kflg))? = o2y > [(flg)I*.

O produto {f|g) pode ser decomposto em comutador e anti-comutador:

(flg) = 5 Qo1 — (2),p — () ) + 3 (WlEE — (). B — ()]0),

onde -, - é o anti-comutador e [-,-] é o comutador.

¢ O anti-comutador é hermitiano e, portanto, produz um ntmero real.
¢ O comutador é anti-hermitiano e, portanto, produz um nimero imaginario puro.

Se considerarmos apenas a contribui¢do do comutador, que fornece o limite fundamental, temos:

2 ﬁ2

=

1

(A9 = |5 2.5

o que leva a forma usual da desigualdade de Heisenberg:

ro| >

0y, 0p >
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A interpretagdo é clara: quanto mais preciso conhecemos a posigao ((o,) pequeno), menos preciso é o momento
((o,,) grande), e vice-versa. O termo do anti-comutador pode aumentar a desigualdade, mas nao diminui o
limite fundamental estabelecido pelo comutador.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

# Valores ilustrativos
anticom_real = 0.3 # Parte real (anti-comutador)
comm_imag = 0.5 # Parte imaginaria (comutador, |hbar/2|)

plt.figure(figsize=(6, 6))
plt.axhline(0, color="black", linewidth=0.5)
plt.axvline(0, color="black", linewidth=0.5)

# Plotando o vetor flg
plt.quiver(
0,
0,
anticom_real,
comm_imag,
angles="xy",
scale_units="xy",
scale=1,
color="purple",
label="f|g ",

# Componentes real e imaginaria
plt.plot ([0, anticom_reall, [0, 0], "r--", label="Parte real (anti-comutador)")
plt.plot(

[anticom_real, anticom_real],

[0, comm_imag],

llb__ll s

label="Parte imaginadria (comutador)",

plt.x1im(-0.1, 0.6)

plt.ylim(-0.1, 0.6)

plt.xlabel("Parte real")

plt.ylabel("Parte imaginaria")
plt.title("Visualizagio de flg no plano complexo")
plt.grid(True, alpha=0.3)

plt.legend()

plt.gca() .set_aspect("equal", adjustable="box")
plt.show()
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Visualizagao de (f|g) no plano complexo

0.6 T
H (f|g)
—== Parte real (anti-comutador)
054 ——- Parte imaginaria (comutador) I
1
1
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1
1
© |
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1
1
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Figure 7: Representacgdo de f|lg no plano complexo. A parte real (anti-comutador) e a parte imagindria
(comutador) ilustram a origem da desigualdade de Heisenberg.

o O vetor roxo representa ({f|g)) como um nimero complexo.

o A parte real (vermelha tracejada) corresponde ao anti-comutador, que pode variar dependendo do estado,
mas nao determina o limite fundamental.

e A parte imagindria (azul tracejada) corresponde ao comutador, que define o limite minimo (4/2) da
desigualdade de Heisenberg. Note que essa parte estd sempre presente, independentemente do estado.

Exercicios

1. Para operadores hermitianos AeB quaisquer, defina

1) = (A= (AN, |g) = (B~ (B))).

Mostre que a desigualdade de Cauchy-Schwarz leva a
ohoh = [(flg)*.

2. Explique por que o anti-comutador ndao diminui o limite minimo da desigualdade de Heisenberg.
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