Determinismo e Estatistica

Sandro Vitenti

A Linguagem da Incerteza: O que é Estatistica?

Se a matemaética do continuo (célculo, geometria) é a linguagem natural do determinismo, descrevendo
trajetorias exatas e forcas precisas, a estatistica é a linguagem que desenvolvemos para conversar com a
incerteza.

Nao usamos estatistica apenas porque nossos instrumentos sado imperfeitos. Em um nivel fundamental, a
natureza parece se recusar a dar respostas definitivas para certas perguntas. A pergunta “onde exatamente
estd o elétron agora?” pode ndo ter uma resposta. Em vez disso, a fisica nos oferece uma resposta diferente:
“qual a probabilidade de encontré-lo aqui ou ali se eu procurar?”.

A estatistica, entdo, ndo é um paliativo para nossa ignorancia; é o vocabulario necessario para descrever um
aspecto intrinseco da realidade.

Dois Dialetos da Linguagem Estatistica: Frequentista vs. Bayesiana

Ao adotar a linguagem estatistica, encontramos dois dialetos principais, duas formas de interpretar o que a
palavra probabilidade realmente significa.

A Visao Frequentista: A Probabilidade como Frequéncia de Ocorréncia

e A Ideia Central: A probabilidade de um evento é a sua frequéncia relativa de ocorréncia em um grande
numero de tentativas idénticas.

e Como Funciona: Imagine lancar uma moeda. A probabilidade de dar “cara” é P = 0.5 porque, apds
lancarmos a moeda N vezes (com N muito grande), esperamos encontrar aproximadamente N /2 caras.
P = (Numero de sucessos)/(Numero total de tentativas).

¢ O Conceito de Limite: Crucialmente, a probabilidade é definida como o limite da frequéncia relativa
quando o niimero de tentativas tende ao infinito: P(A) = lim,, ,,, “4. Esta é uma idealizacdo matematica:
algo que supomos existir mas nunca podemos alcancar na pratica. Nunca podemos realizar infinitas
tentativas, mas observamos que as frequéncias relativas tendem a se estabilizar around um valor especifico
a medida que coletamos mais dados. Esta estabilidade das frequéncias é o que nos permite falar em
“probabilidade” no sentido frequentista.

« O Foco: Estd inteiramente nos dados coletados. E objetiva e baseada puramente na repeticio.

o Limitacao: Nao é facil aplicar a eventos Unicos e nao repetiveis. Qual é a probabilidade frequentista de
um candidato especifico ganhar uma elei¢do? A elei¢do sé acontece uma vez. O frequentista diria que
isso nao é uma probabilidade, mas sim uma certeza que nés desconhecemos.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

# Configuracgdo do experimento

np.random.seed(42) # Para reproducibilidade

n_lancamentos = 10000

moeda_justa = [0.5, 0.5] # Probabilidades: [0] = cara, [1] = coroa

# Simulag8o dos langamentos



resultados = np.random.choice([0, 1], size=n_lancamentos, p=moeda_justa)

frequencias_relativas = np.cumsum(resultados) / np.arange(1,

# Criagdo da figura
plt.figure(figsize=(10, 6))
plt.plot(
np.arange(l, n_lancamentos + 1),
frequencias_relativas,
alpha=0.7,
linewidth=1,
label="Frequéncia relativa acumulada",

)

n_lancamentos + 1)

plt.axhline(y=0.5, color="red", linestyle="--", label="Probabilidade tedérica (0.5)")

# Detalhes estéticos

plt.xscale("log") # Escala log para melhor visualizagdo do comportamento inicial

plt.xlabel("Namero de langamentos (escala logaritmica)")
plt.ylabel("Frequéncia relativa de caras")

plt.title("Convergéncia da frequéncia relativa para a probabilidade tedrica")

plt.legend()
plt.grid(True, alpha=0.3)

plt.show()
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Figure 1: Convergéncia da frequéncia relativa de ‘caras’ para o valor teodrico de 0.5




A Visao Bayesiana: A Probabilidade como Grau de Crencga

e A Ideia Central: A probabilidade é uma medida do grau de crenca ou grau de plausibilidade que temos
em uma hipotese, com base no conhecimento disponivel.

e Como Funciona: Comecamos com uma probabilidade a priori: uma estimativa inicial de nossa crenca.
Entéao, coletamos dados. Por fim, usamos o Teorema de Bayes para atualizar nossa crenca, calculando
uma nova probabilidade a posteriori.

e Teorema de Bayes: A ferramenta fundamental para atualizar crengas é dada por:

Onde:

P(H|D): Probabilidade a posteriori da hipétese H dado os dados D

— P(D|H): Verossimilhanga - probabilidade dos dados D se a hipétese H for verdadeira
P(H): Probabilidade a priori da hip6tese H

P(D): Probabilidade total dos dados (constante de normalizacao)

e O Foco: Esta na atualizagao do conhecimento. E subjetiva no sentido de que comeca com um estado
de conhecimento prévio, mas é completamente objetiva na forma como esse conhecimento deve ser
atualizado diante de novos dados.

e Vantagem: E poderosa para lidar com eventos tnicos, incorporar conhecimento prévio e aprender
continuamente.

Exemplo Detalhado: Teste de Doenca Rara
Contexto: Uma doenca afeta 1% da populagao. Um teste tem 99% de precisao.
Definindo as varidveis:
e H: Hipétese de ter a doencga
e —H: Hipétese de nao ter a doenca
e D: Dado do teste positivo
Probabilidades a priori:

o P(H)=0.01 (1% da populagéo tem a doenga)
e P(—=H) =0.99 (99% nao tem)

Verossimilhangas (acurdcia do teste):

e P(D|H) =0.99 (99% de chance de positivo se doente)
o P(D|-H) =0.01 (1% de chance de falso positivo)

Probabilidade total dos dados (P(D)):
P(D)= P(D|H)-P(H)+ P(D|-H) - P(—H)
P(D) = (0.99 x 0.01) + (0.01 x 0.99) = 0.0099 + 0.0099 = 0.0198

Aplicando o Teorema de Bayes:

P(D|H)-P(H) _ 0.99 x 0.01 _ 0.0099
P(D) ~0.0198  0.0198

P(H|D) = =05



import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

# Dados do problema

P_H = 0.01 # Probabilidade a priori de ter a doenga

P_negH = 0.99 # Probabilidade a priori de ndo ter a doenga

P_D_dado_H = 0.99 # Probabilidade de teste positivo se estiver doente
P_D_dado_negH = 0.01 # Probabilidade de teste positivo se ndo estiver doente

# Calculando a probabilidade total P(D)
P D = (P_D_dado_H * P_H) + (P_D_dado_negH * P_negH)

# Calculando a probabilidade a posteriori P(H|D)
P H dado D = (P_D _dado H * P_H) / P.D

# Criando visualizacgdo
fig, (axl, ax2) = plt.subplots(l, 2, figsize=(12, 5))

# Grafico 1: Probabilidades a priori

labels_priori = ["Tem a doenga", "N&o tem a doenga"]
values_priori = [P_H, P_negH]

colors_priori ["lightcoral", "lightblue"]

axl.pie(
values_priori,
labels=labels_priori,
autopct="%1.1£%%",
colors=colors_priori,
startangle=90,

)

axl.set_title("Probabilidades a Priori\n(antes do teste)")

# Grafico 2: Probabilidades a posteriori
labels_posteriori = [
"Tem a doenga\n(dado positivo)",
"Ndo tem a doenga\n(dado positivo)",
]
values_posteriori = [P_H_dado_D, 1 - P_H_dado_D]

ax2.pie(
values_posteriori,
labels=labels_posteriori,
autopct="%1.1£%%",
colors=colors_priori,
startangle=90,

)

ax2.set_title("Probabilidades a Posteriori\n(apds teste positivo)")

plt.tight_layout()
plt.show()

print (f"Probabilidade a posteriori P(H|D) = {P_H_dado_D:.3f} ({P_H_dado_D*100

LAERDM)
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Figure 2: Anélise Bayesiana do teste de doencga

Probabilidade a posteriori P(H|D) = 0.500 (50.0%)

Interpretacao do Resultado: Apesar do teste ter 99% de precisao, a probabilidade de realmente ter a doenca
apds um teste positivo é de apenas 50%. Isso ocorre porque a doenga é muito rara (apenas 1% da populagdo),
entdo mesmo com uma baixa taxa de falsos positivos (1%), o niimero absoluto de falsos positivos é similar ao
nimero de verdadeiros positivos.

A visao Bayesiana nos ensina que dados nao falam por si s6 - eles s6 ganham significado quando interpretados
a luz do conhecimento prévio existente.

Exercicios

1. Explique em palavras simples a diferenca entre a interpretacao frequentista e bayesiana de probabilidade.

2. Considere o langamento de uma moeda justa 1000 vezes. Calcule a frequéncia relativa de “caras” se
forem observadas 510 ocorréncias. Compare com a probabilidade teérica.

3. Uma doenga afeta 2% da populagao. Um teste tem 95% de acerto tanto para positivos quanto para
negativos. Calcule a probabilidade de realmente estar doente dado que o teste deu positivo, usando o
Teorema de Bayes.

4. Suponha que vocé lance uma moeda 10 vezes e observe apenas uma vez cara. Qual seria a interpretacio
frequentista e bayesiana da probabilidade de sair cara?

5. Discuta por que o enfoque bayesiano é mais adequado para eventos Unicos, como a eleicdo de um
candidato ou previsdo de desastres naturais.

Distribuicao de Probabilidade vs Probabilidade: A Importancia da Medida

Até agora, trabalhamos com espacos de estados discretos (cara/coroa, doente/sauddvel). Mas na fisica,
frequentemente lidamos com espacos continuos, como a posi¢do de uma particula ao longo de uma linha.

Aqui surge uma diferenca fundamental: em espagos continuos, a probabilidade de qualquer estado especifico é
Z€ero.

Por que probabilidade zero nao significa impossibilidade?

Considere uma particula que pode estar em qualquer ponto do intervalo [0, 1]. Se atribuissemos probabilidades
iguais a cada ponto, terfamos um paradoxo:

« Probabilidade de cada ponto: P(z) = L =0

o0



o Mas a probabilidade total no intervalo: Zi:o Pz)=04+0+0+--=0

Isso viola o axioma fundamental de que a probabilidade total deve ser 1!

A Solucgao: Densidade de Probabilidade

A solucao matematica é trabalhar nao com probabilidades de pontos, mas com probabilidades de intervalos.
Introduzimos uma fungéo densidade de probabilidade p(z) tal que:

b
Pla<zxz<b)= / p(x)dz.

a

Propriedades fundamentais:

1. p(z) > 0 para todo x
2. ff; p(z)dz =1

A probabilidade de encontrar a particula exatamente no ponto x é:

Pz =1, = /I0 p(z)dz = 0.

0
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Mas a densidade p(z,) nos diz o quao “provavel” é a vizinhanca de z;.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from scipy.stats import norm

# Configuracgéo
np.random.seed (42)

x = np.linspace(-4, 4, 1000)
dx = x[1] - x[0]

# Duas distribuigdes normais com diferentes varidncias
rhol = norm.pdf(x, 0, 0.5) # Distribuig8o mais concentrada
rho2 = norm.pdf(x, 0, 1.0) # Distribuig8o mais espalhada

# Calculo de probabilidades em intervalos

intervalo = [-1, 1]

probl = np.sum(rhol[(x >= intervalo[0]) & (x <= intervalo[1])]) * dx
prob2 = np.sum(rho2[(x >= intervalo[0]) & (x <= intervalo[1])]) * dx

# Visualizacgdo
fig, (axl, ax2) = plt.subplots(l, 2, figsize=(12, 5))

# Grafico das densidades
axl.plot(x, rhol, "b-", linewidth=2, label=" (x) concentrada (\sigma=0.5)")
axl.plot(x, rho2, "r-", linewidth=2, label=" (x) espalhada (\sigma=1.0)")
axl.fill_between(

x[(x >= intervalo[0]) & (x <= intervalo[1])],

rhol[(x >= intervalo[0]) & (x <= intervalo[1])],

alpha=0.3,

color="blue",

axl.fill_between(
x[(x >= intervalo[0]) & (x <= intervalol[1])],



rho2[(x >= intervalo[0]) & (x <= intervalo[1])],
alpha=0.3,
color="red",
)
axl.set_xlabel("Posigdo (x)")
axl.set_ylabel("Densidade de probabilidade (x)")
axl.set_title("Densidades de Probabilidade")
axl.legend()
axl.grid(True, alpha=0.3)

# Grafico de barras das probabilidades

labels = [f"P({intervalo[0]} x {intervalo[1]})"]
width = 0.35

x_pos = np.arange(len(labels))

ax2.bar (
X_pos - width / 2,
[probi],
width,
label="Distribuigdo concentrada",
color="blue",
alpha=0.7,

ax2.bar(

x_pos + width / 2,

[prob2],

width,

label="Distribuigdo espalhada",

color="red",

alpha=0.7,
)
ax2.set_ylabel ("Probabilidade")
ax2.set_title("Probabilidades no Intervalo [-1, 1]")
ax2.set_xticks(x_pos)
ax2.set_xticklabels(labels)
ax2.legend()
ax2.grid(True, alpha=0.3)

plt.tight_layout ()
plt.show()

print (f"Probabilidade no intervalo [-1, 1]:")
print(f"Distribuigdo concentrada: {probl:.3f}")
print (£"Distribuigio espalhada: {prob2:.3f}")

<>:23: SyntaxWarning: invalid escape sequence '\s'

<>:24: SyntaxWarning: invalid escape sequence '\s'

<>:23: SyntaxWarning: invalid escape sequence '\s'

<>:24: SyntaxWarning: invalid escape sequence '\s'

/tmp/ipykernel_3047/3023404317.py:23: SyntaxWarning: invalid escape sequence '\s'
axl.plot(x, rhol, "b-", linewidth=2, label=" (x) concentrada (\sigma=0.5)")

/tmp/ipykernel_3047/3023404317 .py:24: SyntaxWarning: invalid escape sequence '\s'
axl.plot(x, rho2, "r-", linewidth=2, label=" (x) espalhada (\sigma=1.0)")
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Figure 3: Tlustracdo da diferenga entre probabilidade e densidade de probabilidade

Probabilidade no intervalo [-1, 1]:
Distribuigdo concentrada: 0.955
Distribuigdo espalhada: 0.683

Interpretagao Fisica Crucial

1. p(z) ndo é uma probabilidade: E uma densidade. Suas unidades sio [probabilidade/comprimento].

2. Apenas integrais de p(z) tém significado probabilistico: P(a < <b) = fab p(x)dz.

3. Valores relativos importam: p(zy) > p(x;) significa que intervalos infinitesimais around z, sdo mais
provaveis que around z;.

Esta transigdo conceitual é fundamental para a mecanica quantica, onde a funcio de onda ¥ (z) estd relacionada
a densidade de probabilidade por:

plx) = [P(x)[*.

Apesar de 1)(x) poder ter valores em qualquer ponto, apenas integrais de |¢)(z)|? sobre intervalos finitos tém
interpretacao probabilistica direta.

Exercicios

1. Explique em palavras a diferenga entre probabilidade em um espago discreto e densidade de probabilidade
em um espago continuo.

2. Considere uma distribuicdo normal N(0,1). Calcule a probabilidade de a varidvel estar no intervalo
[—1,1] usando a integral da densidade. (avangado)

3. Duas distribuigbes normais tém médias iguais a 0, mas desvios-padréo diferentes: o, = 0.5 e o, = 1.0.
Compare as probabilidades de estar no intervalo [—1, 1]. Explique qualitativamente por que elas diferem.

4. Por que a probabilidade de a particula estar exatamente em x, é zero, mesmo que p(x,) seja grande?

5. Em mecénica quintica, a fun¢io de onda v (z) define a densidade de probabilidade p(z) = |¢(z)|%.
Discuta a importéncia de integrar p(z) sobre um intervalo finito em vez de olhar para um ponto
especifico.

Do Estado Deterministico a Descricao Probabilistica
O Espacgo de Estados e o Determinismo Classico

Na mecénica newtoniana, o estado completo de uma particula em 1D é descrito por duas varidveis: posicdo z
e velocidade v (ou momento p = mwv). Juntas, elas definem um ponto no espago de fase (z,p).



A evolucdo temporal é governada pelas leis de Newton:

dx dfpi

Efva dtiF(m)

Se conhecermos exatamente o estado inicial (zy,p,) no instante t,, podemos (em principio) determinar
univocamente o estado (x(t),p(t)) em qualquer instante futuro ou passado. Esta é a esséncia do determinismo
laplaciano.

A Quebra Pratica do Determinismo
Na prética, no entanto, nunca conhecemos o estado inicial com precisao infinita:

1. Limitacdes instrumentais: Medidas sempre tém incertezas experimentais
2. Preparacao imperfeita: Sistemas reais nunca estao perfeitamente isolados
3. Complexidade: Sistemas com muitas particulas sdo praticamente intrataveis

Mais fundamentalmente, na mecénica quéantica, o préprio principio da incerteza de Heisenberg proibe o
conhecimento simultaneo e exato de x e p.

A Necessidade da Descri¢cao Probabilistica

Diante dessa impossibilidade prética (e fundamental) de determinar o estado exato, adotamos uma descrigao
probabilistica:

Em vez de um ponto (z,,p,) no espaco de fase, temos uma distribuigdo de probabilidade p(x,p,t;) que
representa nosso conhecimento sobre o estado do sistema.

Interpretagao: p(z,p,t,)dzdp representa a probabilidade de encontrar o sistema em um elemento infinitesimal
do espaco de fase around do ponto (x,p) no instante t,.

Evolugao Temporal da Distribuicao

A grande vantagem desta abordagem é que podemos evoluir temporalmente toda a distribuicao:

Dada p(z,p,t,), a distribuigdo em qualquer instante posterior ¢ é determinada pela dindmica subjacente:

p(xvpvt) = p(xO(‘rapa t),p0($,p,t),t0)

onde (zy(z,p,t),py(x,p,t)) é o estado inicial que evolui para (x,p) no tempo ¢ (seguindo as leis de Newton).

Exercicios

1. Explique por que, mesmo na mecéanica classica, é necessario usar uma descrigdo probabilistica na pratica.

2. Para uma particula em 1D com distribui¢io de probabilidade inicial p(x, p,0), descreva qualitativamente
como essa distribuicao evolui ao longo do tempo.

3. Considere uma distribuicdo gaussiana inicial em x com momento p fixo. Escreva a expressio da
distribuicao p(x,p,t) em funcdo do tempo, assumindo movimento livre (sem forcas).

4. Por que conhecer apenas o estado inicial médio ({z), (p,)) ndo é suficiente para prever com precisao o
comportamento de um sistema probabilistico?

Exemplo Concreto: Cinematica 1D com Incertezas
Caso 1: Movimento Retilineo Uniforme (MRU)
Suponha uma particula com velocidade constante v, mas com posicao inicial incerta:

o Equagdo de movimento: z(t) = zy + vt
o Incerteza inicial: zy = 1.0 £ 0.2 m (distribuigdo uniforme)
o Velocidade: v = 2.0 m/s (conhecida exatamente)



import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

# Parémetros

v=2.0 #mn/s

x0_min, xO_max = 0.8, 1.2 # intervalo inicial de posigdo
t = np.linspace(0, 2, 100) # 0 a 2 segundos

# Evolucdo da incerteza
x_min = x0_min + v * t
x_max = x0O_max + v * t

plt.figure(figsize=(10, 6))

plt.fill_between(t, x_min, x_max, alpha=0.3, label="Zona de incerteza")

plt.plot(t, (x0_min + x0_max) / 2 + v * t, "r-", linewidth=2, label="Trajetéria média")
plt.xlabel("Tempo (s)")

plt.ylabel("Posigdo (m)")

plt.title("Evolugdo da Incerteza no Movimento Retilineo Uniforme")

plt.legend ()

plt.grid(True, alpha=0.3)

plt.show()

Evolucdo da Incerteza no Movimento Retilineo Uniforme

Zona de incerteza
54 = Trajetéria média

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00
Tempo (s)

Figure 4: Evolucao da incerteza posicional no MRU

Interpretacgéo: A incerteza inicial de +£0.2m se propaga sem amplificacdo: a largura da distribuigdo permanece
constante no tempo.
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Caso 2: Movimento Uniformemente Acelerado (MUA)

Agora considere queda livre com aceleragao constante, mas com incertezas tanto na posicdo quanto na
velocidade iniciais:

+ Equagio de movimento: z(t) =z, + vyt + Sat?
o Incertezas: 2y =04+0.1m, vy =0+£0.2 m/s
o Aceleragdo: a = —9.8 m/s?
# Paré@metros
a=-9.8 # m/s"2
x0_sigma = 0.1 # incerteza inicial na posigéo
vO_sigma = 0.2 # incerteza inicial na velocidade

# Tempo
t = np.linspace(0, 0.2, 100)

# Evolucdo da incerteza total (propagagdo de erros)
sigma_x = np.sqrt(x0_sigma**2 + (vO_sigma * t) #** 2 + (0.5 * a * t**2) *xx* 2)

plt.figure(figsize=(10, 6))
plt.plot(
t, 0.5 * a x tx*2, "b-", linewidth=2, label="Trajetéria nominal ($x_0=0, v_0=0$)"
)
plt.fill_between(
T,
0.5 * a * t**2 - sigma_x,
0.5 * a * t**2 + sigma_x,
alpha=0.3,
color="red",
label="Zona de incerteza ($\pm\sigma$)",
)
plt.xlabel("Tempo (s)")
plt.ylabel("Posigdo (m)")
plt.title("Evolugdo da Incerteza no Movimento Uniformemente Acelerado")
plt.legend ()
plt.grid(True, alpha=0.3)
plt.show()

print(f"Incerteza inicial: $\sigma_x$ = {x0_sigma:.3f} m")
print(f"Incerteza final (t=1s): $\sigma_x$ = {sigma_x[-1]:.3f} m")

<>:22: SyntaxWarning: invalid escape sequence '\p'

<>:31: SyntaxWarning: invalid escape sequence '\s'

<>:32: SyntaxWarning: invalid escape sequence '\s'

<>:22: SyntaxWarning: invalid escape sequence '\p'

<>:31: SyntaxWarning: invalid escape sequence '\s'

<>:32: SyntaxWarning: invalid escape sequence '\s'

/tmp/ipykernel_3047/3749421272.py:22: SyntaxWarning: invalid escape sequence '\p'
label="Zona de incerteza ($\pm\sigma$)",

/tmp/ipykernel_3047/3749421272.py:31: SyntaxWarning: invalid escape sequence '\s'
print(f"Incerteza inicial: $\sigma_x$ = {x0_sigma:.3f} m")

/tmp/ipykernel_3047/3749421272.py:32: SyntaxWarning: invalid escape sequence '\s'
print(f"Incerteza final (t=1s): $\sigma_x$ = {sigma_x[-1]:.3f} m")
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Evolugdo da Incerteza no Movimento Uniformemente Acelerado

0.1 = Trajetéria nominal (xo =0, vo=0)
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Figure 5: Evolucao da incerteza no movimento uniformemente acelerado

Incerteza inicial: $\sigma_x$ = 0.100 m
Incerteza final (t=1s): $\sigma_x$ = 0.224 m

Interpretacao: A incerteza cresce rapidamente com o tempo devido a contribuicdo da incerteza inicial na
velocidade, que é amplificada pelo termo quadratico.

Licao Fundamental
Estes exemplos mostram que:

1. Mesmo com leis deterministicas, incertezas iniciais se propagam
2. A forma da propagacao depende da dindmica do sistema
3. Sistemas com nao-linearidades (como o termo t?) podem amplificar rapidamente incertezas iniciais

Esta é a ponte entre o determinismo das equagoes de Newton e a necessidade de descrigoes estatisticas na
préatica experimental!

Exemplo Concreto: Oscilador Harmonico
Neste exemplo, vamos estudar o comportamento de um oscilador harménico com incertezas iniciais na posicao
e na velocidade.

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

from scipy.integrate import odeint

from scipy.stats import multivariate_normal

# Sistema fisico: oscilador harmdénico
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def

oscilador_harmonico(estado, t):
X, p = estado

k = 1.0 # constante elastica
m = 1.0 # massa

dxdt = p / m

dpdt = -k * x

return [dxdt, dpdt]

# Condicdo inicial (distribuigdo)

x0,

pO = 1.0, 0.0 # centro da distribuigéo

sigma_x, sigma_p = 0.2, 0.3 # incertezas iniciais

# Tempos para evolugédo

t =

#
X
p =
X

)

P

np.linspace(0, 2 * np.pi, 5) # Um periodo completo

Criar grid no espago de fase

np.linspace(-2, 2, 100)
np.linspace(-2, 2, 100)
= np.meshgrid(x, p)

# Visualizacgdo
fig, axes = plt.subplots(l, len(t), figsize=(14, 4))

fig.

for

plt.
plt.

suptitle("Evolugdo Temporal de uma Distribuigdo no Espago de Fase", fontsize=14)

i, time in enumerate(t):

# Para cada tempo, evoluir a distribuigdo

# (Aproximag8o: para sistema linear, a distribuig8o gaussiana permanece gaussiana)
# Calcular a evolugdo do centro da distribuigéo

estado_evoluido = odeint(oscilador_harmonico, [x0, pO0], [0, time]) [-1]

x_evol, p_evol = estado_evoluido

# Distribuigdo no tempo t (aproximagio)

pos = np.dstack((X, P))

cov = [[sigma_x**2, 0], [0, sigma_p**2]] # Matriz de covaridncia
rho = multivariate_normal([x_evol, p_evol], cov).pdf (pos)

# Plot

ax = axes[i]
contour = ax.contourf(X, P, rho, levels=20, cmap="viridis")
ax.set_xlabel("Posigdo (x)")
if i == 0:
ax.set_ylabel("Momento (p)")
ax.set_title(f"t = {time:.2f}")
ax.grid(True, alpha=0.3)
ax.set_xlim(-2, 2)
ax.set_ylim(-2, 2)

tight_layout ()
show ()
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Figure 6: Evolucao temporal de uma distribui¢ado no espago de fase

Implicagées Fundamentais

1.

Determinismo vs. Previsibilidade: Embora a dinamica subjacente seja deterministica, nossa capacidade
de previsao ¢é limitada pela incerteza inicial.

. Espalhamento da Informagcao: Em sistemas cadticos, pequenas incertezas iniciais crescem exponencial-

mente, limitando drasticamente o horizonte de previsibilidade.

. Conexao com Mecanica Quéntica: Na MQ, a fungdo de onda v(z) vive em um espago de Hilbert, mas a

densidade de probabilidade |¢)(x)|? representa nossa informacao sobre o sistema, de forma anéloga &
p(z,p) na fisica classica.

Esta transigdo do ponto no espaco de fase para distribui¢oes de probabilidade marca a passagem fundamental
do determinismo ideal para a descricao estatistica pratica que permeia toda a fisica moderna.

Exercicios

1.

No MRU do exemplo, explique por que a largura da zona de incerteza permanece constante ao longo do
tempo, enquanto no MUA ela cresce.

. Para 0o MUA, derive a expressao da incerteza o, (t) considerando incertezas iniciais em xz, e v, e compare

com a aproximacgao mostrada no grafico.

. No oscilador harménico, explique por que uma distribuigdo gaussiana inicial permanece aproximadamente

gaussiana ao longo do tempo.

. Discuta qualitativamente como o espalhamento da distribuicdo no espaco de fase muda se a constante

elastica k ou a massa m forem alteradas.

A Mecanica Quantica e a Natureza Intrinsecamente Probabilistica da Realidade

Tudo que discutimos até agora pode ser visto como uma “correcao pratica” ao determinismo: nao sabemos
medir perfeitamente, entdo usamos estatistica. Mas a Mecénica Quantica (MQ) traz uma revolu¢do muito
mais profunda.

A Quebra Fundamental do Determinismo

Na MQ, mesmo em condigbes ideais, com instrumentos perfeitos:

e O Principio da Incerteza de Heisenberg proibe o conhecimento simultaneo e exato de posigdo e momento:

h
0,0, 2 =

2

Isso ndo é uma limitacdo tecnoldgica; é uma propriedade fundamental da natureza.
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¢ O resultado de uma medida individual é fundamentalmente imprevisivel. Podemos saber tudo que é
possivel saber sobre um sistema (sua fungéo de onda (z)) e ainda assim s6 poder prever probabilidades
para o resultado de uma medida.

A Funcao de Onda: Uma Entidade Probabilistica

O estado de um sistema quéntico é descrito pela fungido de onda ¥ (x), uma entidade matemética complexa.
A interpretacéo fisica foi proposta por Max Born:

|¢)(z)|?dz = Probabilidade de encontrar a particula entre = e z + dz

A evolugdo temporal de ¢(z) é governada pela Equacao de Schrédinger, uma equagao diferencial perfeitamente
deterministica. Apesar disso, os resultados de medig¢ées individuais sdo fundamentalmente probabilisticos.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

# Par@metros do pacote de onda gaussiano
x0 = 0.0 # Centro do pacote

sigma = 0.5 # Largura

kO = 5.0 # Numero de onda médio

# Espaco de configuracéo
x = np.linspace(-2, 2, 1000)

# Funcdo de onda: pacote gaussiano

psi = np.exp(-((x - x0) **x 2) / (2 * sigma**2)) * np.exp(1lj * kO * x)
psi_real = np.real(psi)

psi_imag = np.imag(psi)

psi_mod_sq = np.abs(psi) ** 2 # Densidade de probabilidade

# Normalizag8o para melhor visualizacg&o
psi_real /= np.max(np.abs(psi_real))
psi_imag /= np.max(np.abs(psi_imag))
psi_mod_sq /= np.max(psi_mod_sq)

# Plot
plt.figure(figsize=(10, 6))

plt.plot(x, psi_real, "b-", linewidth=2, label="Parte real [Re( (x))]")
plt.plot(x, psi_imag, "r-", linewidth=2, label="Parte imaginaria [Im( (x))]1")
plt.plot(x, psi_mod_sq, "k-", linewidth=2, label="Densidade de probabilidade [| (x)I[2]1")

plt.xlabel("Posig&o (x)")

plt.ylabel("Amplitude (normalizada)")

plt.title("Fungdo de Onda Quintica e sua Densidade de Probabilidade")
plt.legend()

plt.grid(True, alpha=0.3)

plt.show()
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Funcao de Onda Quantica e sua Densidade de Probabilidade

1.00 A - Parte real [Re(y(x))]
= Parte imaginaria [Im(y(x))]
- Densidade de probabilidade [|y(x)|?]
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Figure 7: Partes real e imagindria, e médulo ao quadrado de um pacote de onda gaussiano

Interpretacao Fisica

o Partes Real e Imaginaria: Componentes mateméaticas da funcdo de onda. Nao sdo diretamente mensu-
raveis.

e Moédulo Quadrado (|¢(z)]?): Densidade de probabilidade fisicamente mensurdvel. Representa a proba-
bilidade por unidade de comprimento de encontrar a particula na posigao .

O Papel da Equacgao de Schrodinger

A equacéo:
h2 32
©2m dx2

ih%w(x,t) = ( + vm) W, t)

determina deterministicamente como (x,t) evolui no tempo. No entanto, o que esta equagdo evolui é uma
distribuicao de probabilidade.

Esta combinagao - equacao de evolugdo deterministica para uma entidade probabilistica - constitui a base
conceitual da mecanica quantica.

A Relacao Determinismo-Estatistica

A MQ nos apresenta um contraste definitivo:

e A equagdo de evolugao (Schrodinger) é perfeitamente deterministica.
¢ Os resultados das medicoes sdo intrinsecamente probabilisticos.

Portanto, a MQ é a realizagdo méaxima do tema desta aula: o casamento inevitavel entre o determinismo das
leis fundamentais e a estatistica necessaria para descrever os fendmenos mensuraveis.
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Ela eleva a estatistica de uma ferramenta para lidar com nossa ignorancia a um marco central da descricao da
realidade fisica.

Conclusao: Do Micro ao Macro, uma Unica Linguagem

Da trajetéria de um planeta (onde erros iniciais se amplificam) & posi¢ao de um elétron (onde a probabilidade é
inerente), passando por testes médicos e previsoes do tempo, encontramos uma mesma linguagem: a linguagem
das probabilidades.

O determinismo nos diz como as possibilidades evoluem; a estatistica nos diz como lidar com qual possibilidade
se realizara.
Exercicios

|¢(x)|2dz = 1. Por que isso é necessario?
2

1. Uma funcdo de onda normalizada satisfaz L O;

2. Compare a densidade de probabilidade quéntica |¢(z)
p(z,p) discutida nos exemplos anteriores.

3. Discuta como o Principio da Incerteza de Heisenberg limita a precisao com que podemos conhecer
simultaneamente = e p, mesmo que a funcao de onda seja perfeitamente conhecida.

4. Imagine medir a posi¢do de um elétron repetidamente em um estado gaussiano. Qual distribui¢ao vocé

esperaria obter para os resultados experimentais? Explique.

com a distribuicao classica de probabilidade
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